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I. NOŢIUNI INTRODUCTIVE 


1.1. Sistem şi mediu 


Noţiunea de sistem este o noțiune complexă, în literatura de specialitate găsindu-se 
multiple definiții. Am preferat-o pe cea din [1], şi anume: 

În sens fizic larg, prin sistem se înțelege un complex unitar, relativ delimitat față de 
mediu, printr-o structură internă. Pentru explicitarea acestei definiții vom apela la un exemplu, 
a cărei schemă este prezentată în fig. 1.1: 


În figură este prezentat un ansamblu format 
VI dintr-un recipient (R), în care se află lichid; prin 
—— Q reglarea deschiderii ventilului de intrare (V1) se 
poate modifica debitul de intrare (Q;), iar prin 
modificarea deschiderii ventilului (V2) se poate 
modifica debitul de ieşire (Qe). În recipient se mai 
află o spirală (SC) prin care circulă un agent de 
încălzire al cărui debit (Qı) poate fi reglat cu 
ajutorul ventilului (V1). 

Pentru desfăşurarea corectă a procesului 
tehnologic reprezentat în figură presupunem că este 
necesar să fie rezolvate simultan două probleme: 

a) Să se modifice adecvat debitul de intrare 
Q; , astfel încât nivelul lichidului în recipient (h) să 
rămână constant, indiferent de variația debitului de 
ieşire Qe; acest lucru poate fi realizat prin 
intermediul unui operator uman, care să urmărească 
nivelul lichidului din recipient şi în funcție de 

Fig. 1.1. tendința de modificare a acestuia să regleze debitul 

de intrare, sau utilizând un echipament specializat 

(un regulator automat de nivel) care să realizeze aceeaşi funcţie ca şi operatorul uman. 

Elementele care concură la realizarea scopului propus acționează într-o anumită ordine şi 
sunt intercorelate. 

Deşi din punct de vedere fizic spirala se află în interiorul recipientului, încălzirea 
lichidului nu influențează păstrarea constantă a nivelului (neglijând dilatarea recipientului şi a 
lichidului). 

S-a pus în evidenţă un prim sistem. 

b) Să se modifice adecvat debitul Q, al agentului termic astfel încât temperatura 
lichidului din recipientul R să rămână constantă. 

Ca şi prima problemă, această problemă poate fi rezolvată utilizând un operator uman 
sau un echipament automat specializat (regulator de temperatură). şi în acest caz se 
evidenţiază o unitate, respectiv un sistem; de această dată, variația nivelului din recipient 
aparține unităţii, deoarece temperatura lichidului (determinată de schimbul de căldură între 
agentul de încălzire şi lichidul din recipient) depinde de volumul lichidului din recipient 
(conform legii calorimetriei), deci de nivelul lichidului din recipient, care la rândul său 
depinde de debitele Qi şi Qe. 
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Pe baza acestui exemplu se pot formula următoarele caracteristici relative la noţiunea 
de sistem: 

1. Pentru un sistem este esențial faptul că părțile sale componente sunt într-o anumită 
relație, care constituie totodată criteriul de delimitare faţă de mediul exterior. 

2. Părțile sau elementele componente au funcții precise şi ocupă în cadrul sistemului 
poziţii bine determinate, ceea ce permite să se afirme că sistemul se caracterizează printr-o 
anumită structură. 

3. Între mărimile fizice ale sistemului există legături de cauzalitate concretizate în 
procesarea substanței, energiei şi informaţiei în conformitate cu legile generale ale naturii. 

4. Legăturile de cauzalitate pot fi astfel ordonate încât în cadrul sistemului să existe 
legături inverse — reacții. Acest tip de conexiune este specifică sistemelor cibernetice. 

5. Acțiunea comună a părților sistemului asigură realizarea unui anumit scop; prin 
reuniunea părților, sistemul dobândeşte calități noi, care nu pot fi identificate din analiza 
părților sale, luate separat. 

6. Realizarea scopului propus în exemplul dat, se poate face utilizând un operator 
uman sau un regulator automat. Funcţional, cele două soluţii au la bază aceeaşi structură 
abstractă a comunicaţiilor între părțile sistemului. Faptul acesta arată că legăturile din cadrul 
sistemului pot fi descrise pe baza unei scheme abstracte. Sistemele care au aceeaşi schemă 
abstractă sunt izomorfe. 

7. Noţiunea de sistem este relativă deoarece una şi aceeaşi realitate fizică poate 
cuprinde diverse sisteme corelate sau nu între ele. 


1.2. Definirea noţiunii de teoria sistemelor şi automatică 


În natură regăsim sisteme care se bucură de proprietăţile enunțate mai înainte, în cele 
mai diverse domenii (economie, biologie, tehnică, etc.). 

Analiza unitară a unei asemenea diversități de sisteme impune elaborarea unor 
principii, a unor metode şi reguli generale pe baza cărora să se poată face aprecieri asupra 
sistemelor din cele mai diverse domenii. 

Teoria sistemelor este ştiinţa care se ocupă cu elaborarea metodelor de studiu cele mai 
generale utilizabile în studierea sistemelor din cele mai diverse ramuri de activitate. 

O categorie aparte de sisteme o formează sistemele automate. Acestea sunt sisteme 
tehnice care funcţionează în mod automat (fără intervenţia omului) pentru realizarea unui 
scop impus de realizatorii sistemelor respective. 

Automatica este ramura ştiinţei care se ocupă de elaborarea metodelor de analiză şi 
sinteză a sistemelor automate. 

Implementarea practică a principiilor şi metodelor automaticii poartă numele de 
automatizare. Automatizarea proceselor industriale rezolvă cu succes probleme legate de 
asigurarea unor regimuri optime dorite pentru acestea fără intervenţia subiectivă a 
operatorului uman, asigură conducerea unor procese greu accesibile în care prezența omului 
este imposibilă. 

Problematica generală a automaticii ca ramură a ştiinţei conducerii vizează în primul 
rând conceperea structurilor şi strategiilor optime pentru conducerea proceselor şi în al doilea 
rând implementarea pe un suport fizic (hardware) corespunzător acestor strategii. 

O primă problemă strâns legată de elaborarea structurilor şi strategiilor de conducere, 
o constituie construcția modelelor funcționale şi structural-funcționale pentru procesele 
supuse automatizării, respectiv identificarea cât mai exactă a proceselor tehnologice. O altă 
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problemă ce se impune rezolvată în cadrul automaticii, o reprezintă sinteza structurilor şi 
strategiilor de conducere, în vederea realizării unor obiective prestabilite la valori optime. 

Odată elaborată structura teoretică a sistemelor de reglare precum şi a strategiei de 
conducere a acestora, este necesar să se analizeze posibilitatea implementării acesteia cu 
elemente fizice (dispozitive de automatizare) care să realizeze cât mai fidel, cu o fiabilitate 
maximă şi preţ minim, performanţele şi strategiile de conducere determinate teoretic. 

O ultimă etapă în realizarea sistemelor automate este validarea structurilor hardware 
alese la etapa precedentă, acest lucru realizându-se prin determinarea performanţelor 
structurilor hardware alese pentru implementare. 

Soluţia de automatizare este determinată de tipul procesului supus automatizării, de 
particularitățile şi complexitatea acestuia, de gradul de cunoaştere a procesului şi de cerințele 
de performanță impuse acestuia. Gradul de automatizare şi complexitatea echipamentelor 
destinate conducerii unui proces sunt determinate de complexitatea strategiilor sintetizate, de 
cerințele de performanță impuse sistemului de conducere. 


1.3. Elementele unui sistem automat şi ale unui sisteme de reglare 
automată 


Obiectivele sistemelor automate sunt definite în general prin realizarea unor anumite 
legături între două sau mai multe mărimi fizice, chiar dacă acestea nu sunt legate prin legi 
fizice. Pentru exemplificare vom presupune că dorim să realizăm o dependență impusă între 
două mărimi variabile în timp i(t) şi y(t), dependenţă exprimată printr-o funcție: 


Jay, t) =0 (1.1) 


Pentru aceasta vom intercala între ele un dispozitiv de automatizare (DA) care va 
realiza această functie ca în figura 1.2. 


O foa F 
Fig. 1.2. 


Ne propunem să realizăm prin intermediul unui dispozitiv de automatizare legătura 
între iluminatul interior al unei camere Ei şi iluminatul exterior Ee. 

Un dispozitiv automat ca cel din figura 1.3. va realiza ceea ce ne-am propus. 

Instalaţia este compusă dintr-o lampă L alimentată la o sursă de tensiune U prin 
intermediul uni reostat R. Dispozitivul de automatizare este format din celula fotoelectrică 
CFE care măsoară iluminarea exterioară Ee, un amplificator AMP şi un motor M care 
acționează cursorul reostatului şi care este alimentat cu tensiunea de la ieşirea 
amplificatorului. 

Elementele ce alcătuiesc dispozitivul de automatizare precum şi legăturile funcționale 
dintre acestea sunt reprezentate în fig. 1.4. 

Elementul 1 — celula fotoelectrică realizează transformarea mărimii de intrare 
(iluminarea exterioară) într-o mărime accesibilă celorlalte elemente ale dispozitivului de 
automatizare (o tensiune proporțională cu iluminarea). Această funcție se realizează în caz 
general de traductorul de intrare. Semnalul (mărimea) de intrare în elementul 1, Ee 
(iluminarea exterioară) este numit în general mărime de intrare şi este notat cu i. Semnalul de 
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ieşire al traductorului (în cazul nostru tensiunea v poartă numele de mărime de acţionare, se 
notează cu a şi constituie mărimea de intrare pentru elementul 2. 


Fig. 1.4. 


Elementul 2 — (Amplificatorul AMP) prelucrează semnalul primit de la traductor şi generează 
la rândul său un semnal (în cazul nostru o tensiune proporțională cu tensiunea celulei 
fotoelectrice) care să comande elementul 3 în scopul realizării de către DA a scopului propus. 
În caz general elementul 3 poartă numele de element de amplificare şi comandă iar semnalul 
generat de el (în cazul nostru tensiunea V) se numeşte semnal (mărime) de comandă şi se 
notează cu u. 

Elementul 3 — (motorul M în cazul exemplului nostru) realizează o acţiune (o rotație în 
exemplul nostru) care este în general de natură mecanică (rotaţie, translație), capabilă să 
influențeze procesul tehnologic în sensul dorit. El se numeşte în caz general element de 
execuție iar mărimea generată de el mărime de execuție., notată în caz general cu m. 

Elementele 1-3 formează împreună dispozitivul de automatizare. 

Elementul 4 reprezintă instalația automatizată (numit uneori procesul tehnologic 
supus automatizării, pe scurt PT) iar la ieşirea lui se obține mărimea de ieşire (în cazul nostru 
iluminatul Ei) notată în caz general cu y, mărime ce trebuie corelată cu mărimea de intrare. 

Dispozitivul de automatizare împreună cu instalația tehnologică formează sistemul 
automat. 

Pentru o iluminare exterioară constantă (deci pentru o aceeaşi poziţie a cursorului pe 
rezistența R) trebuie să avem o iluminare constantă Ei. Dacă însă la Ee =constant variază 
tensiunea de alimentare a becului U, atunci Ei se va modifica în sensul modificării lui U; 
Acelaşi lucru se întâmplă dacă se modifică rezistenţa becului sau a rezistorului R (datorită 
uzurii sau îmbătrânirii, de exemplu). 

Există două posibilităţi de a corecta funcționarea instalaţiei. 

1. Să intercalăm în circuitul becului o rezistență variabilă care să aibă o curbă de 
variație astfel încât să compenseze variația tensiunii de alimentare U a becului; acest lucru 
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presupune ca să fie cunoscută anticipat curba de variaţie a tensiunii U. Pentru a realiza o 
corecție eficientă ar trebui introduse un număr de rezistențe variabile egal cu numărul 
factorilor perturbatori care pot interveni în funcţionarea instalaţiei. În caz general acest lucru 
nu este posibil pentru că pe de o parte nu putem cunoaşte modul de evoluţie în timp a 
factorilor perturbatori dintr-o instalaţie şi chiar dacă am cunoaşte acest lucru, compensarea 
prin mijloace tehnice a fiecărui factor perturbator ar duce la un preţ prea mare al DA. 


Fig. 1.5. 


2. Să realizăm o supraveghere simultană a celor două iluminări şi atunci când 
Ee=constant iar Ei variază să acționăm în aşa fel încât să compensăm această variație. Un 
operator uman ar putea realiza acest lucru dacă ar avea afişate la un loc valorile celor două 
iluminări (Ei şi Ee), iar când Ee = ct. şi Ei tinde să varieze ar acționa asupra cursorului 
reostatului R astfel încât să compenseze variaţia lui Ei. Înlocuirea operatorului uman se poate 
face prin modificarea instalaţiei ca în figura 1.5. 

Prin introducerea celulei fotoelectrice CFE2 şi legarea ei în sens opus lui CFEI vom 
transmite amplificatorului AMP un semnal egal cu diferenţa de tensiune vi-v>; astfel motorul 
M va fi acționat numai când diferenţa vu-v» este diferită de zero. 

Schema funcțională a instalaţiei este prezentată în figura 1.6. Observăm că față de 
schema din fig. 1.4. au apărut două noi elemente: 

- elementul 5 — celula fotoelectrică CFE2 care are ca intrare mărimea de ieşire din 
sistem (Ei în cazul nostru) şi generează la ieşirea lui un semnal compatibil cu DA, în relație cu 


14 
TEORIA SISTEMELOR ŞI REGLAJ AUTOMAT 


y. În caz general el poartă numele de traductor de reacție iar mărimea generală se numeşte 
reacţie şi se notează de obicei cu r. 

- elementul 6 face compararea prin diferență a mărimilor obţinute de la traductoarele 
de intrare şi de reacţie şi aplică acest semnal notat cu g(eroare) amplificatorului 2. În cazul 
instalaţiei noastre acest element a fost obținut prin legarea în opoziție a celor două celule 
fotoelectrice. 

Analizând schemele din fig. 1.4. şi 1.6. observăm câteva deosebiri: 

1. Sensul de transmisie a semnalului este unic în cazul schemei din fig. 1.4., de la 
intrare spre ieşire, şi dublu, atât de la intrare spre ieşire pe ramura superioară cât şi de la ieşire 
spre elementul de comparaţie pe ramura inferioară. 

2. Schema din fig. 1.4. se prezintă ca un circuit deschis iar cea din fig. 1.6. se prezintă 
ca un circuit închis (cu reacţie). 

Rezultă o primă clasificare a instalaţiilor de automatizare: 

a) Instalații cu circuit deschis care au o singură cale de transmitere a informaţiei, 
aceasta circulând de la intrare spre ieşire. Am văzut că aceste instalaţii nu preiau informaţii 
referitoare la mărimea de ieşire, deci nu sunt sensibile la eroare. Precizia acestor instalații 
depinde numai de liniaritatea elementelor componente. Conectarea la instalația automatizată 
se realizează printr-un singur punct. 

b) Instalaţii de automatizare cu circuit închis care au două sensuri de transmitere a 
informaţiei, corespunzător celor două căi de transmitere a informaţiei, care sunt conectate la 
instalația automatizată în două puncte: legătura principală (legătura directă) care asigură 
transmiterea informației de la intrare spre ieşire şi legătura secundară (legătura inversă sau 
reacția) care asigură transmiterea informaţiei de la ieşire spre intrare. Aceste instalații 
stabilesc un circuit închis şi sunt denumite în mod curent bucle de automatizare. 

Schemele de automatizare în circuit închis nu sunt sensibile la mărimea de intrare ci la 
diferența dintre mărimea de intrare (sau mărimea dependentă de aceasta) şi mărimea de 
reacție (care poate fi chiar mărimea de ieşire sau o mărime dependentă de aceasta); în cazul 
exemplului nostru g=vi-v>. Deducem că instalaţia automatizată în circuit deschis este un caz 
particular al instalaţiei cu circuit închis la care s-a întrerupt reacția (făcând v2=0 rezultă 
e=v=mărimea de intrare în elementul de comandă a instalaţiei de automatizare deschise). 


1.4. Reglare automată. Sistem de reglare automată 


Reglarea automată este definită ca fiind un ansamblu de operaţii care se efectuează în 
circuit închis, alcătuind o buclă echipată cu dispozitive anume prevăzute, cu ajutorul cărora se 
efectuează o comparație prin diferență a valorii măsurate a unei mărimi din procesul reglat, cu 
o valoare prestabilită, constantă sau variabilă în timp, şi se acționează asupra procesului astfel 
încât să se tindă spre anularea acestei diferenţe. 

Schema funcțională a unui sistem de reglare automată este prezentată în fig. 1.7. 

Cel mai important element al sistemului de reglare automată este regulatorul automat 
(RA); din punct de vedere constructiv, în general, regulatoarele automate conţin înglobate şi 
elementele de comparaţie având deci două intrări, una pentru semnalul de intrare (referinţă), 
iar alta pentru semnalul reacție. 

În instalaţii regulatorul poate fi reprezentat de un calculator numeric care are 
implementați algoritmi de reglare. 

În sistemele de reglare automată se întâlnesc de obicei şi alte elemente menite să 
asigure buna funcționare a sistemului sau să ofere informaţii suplimentare despre diferite 
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mărimi din sistem precum: convertoare, adaptoare, elemente de calcul, înregistratoare, surse 
de energie, etc. 


Fig. 1.7. 
(Legendă: TrI — traductor de intrare; Ec — comparator diferenţial; 
RA -regulator automat; EE — element de execuţie; IT — instalaţie 
tehnologică; TrR — traductor de reacție; P — perturbaţie;, W — perturbaţie pe calea de reacție) 


1.4.1. Clasificarea sistemelor de reglare 


Există mai multe criterii de clasificare a sistemelor de reglare: 
1. După principiul de funcționare deosebim: 

a) sisteme de reglare convenţionale de bază la care mărimea de ieşire (y) urmăreşte 
mărimea de intrare (1) şi care la rândul lor pot fi: 

- sisteme de urmărire la care mărimea de ieşire urmăreşte mărimea de intrare 
indiferent de evoluția în timp a mărimii de intrare; 
- sisteme de reglare automată la care mărimea de intrare are o evoluţie în timp 

predeterminată; 

b) sisteme de reglare specializate care pot fi adaptive, optimale sau extremale. 
2. După aspectul variaţiei în timp a mărimii de intrare: 

a) sisteme de stabilizare automată la care mărimea de intrare este fixă (invariantă în 
timp) — se mai numesc şi sisteme de reglare automată cu consemn fix; 

b) sisteme de reglare automată cu program variabil la care mărimea de intrare are o 
evoluţie impusă în timp; 

c) sisteme de reglare automată de urmărire la care mărimea de intrare variază 
aleatoriu. 
3. În funcţie de viteza de variaţie a mărimii de ieşire: 

a) sisteme de reglare automată pentru procese lente; 

b) sisteme de reglare automată pentru procese rapide; 
4. În funcţie de numărul de intrări şi ieşiri: 

a) sisteme de reglare cu o singură intrare şi o singură ieşire; 

b) sisteme de reglare cu mai multe intrări şi/sau ieşiri. 
5. În funcţie de natura comenzii: 

a) cu comandă continuă, când mărimea de comandă (u) a regulatorului automat este o 
funcție continuă; 

b) cu comandă discretă, când mărimea de comandă este un tren de impulsuri (modulat 
în amplitudine, frecvență, fază, etc.). 
6. După complexitatea schemei funcționale: 

a) simple, care au o singură buclă; 

b) complexe, care au mai multe bucle şi care pot fi: 
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- în cascadă, la care în cursul reglării pe lângă mărimea de ieşire sunt reglate şi 
alte mărimi intermediare; 

- cu reglare combinată, la care în schemă sunt prevăzute mai multe regulatoare 
care însă intervin numai în anumite momente funcţie de evoluţia unor parametri din instalația 
tehnologică. 


1.5. Noţiuni introductive referitoare 
la sistemele dinamice 


1.5.1. Semnale 


În timpul funcţionării oricărui sistem automat, în elementele care îl constituie se 
procesează materie sau energie. 

Legăturile ce se stabilesc între diferitele elemente ale sistemelor automate sunt 
materializate prin mărimi fizice care se transmit între aceste elemente. Indiferent de natura 
fizică şi de parametrii acestor mărimi fizice, ceea ce le este comun tuturor, este că ele pot fi 
caracterizate în fiecare moment prin anumite valori ale parametrilor acestor mărimi, adică 
conţin o încărcătură informaţională ce se transmite între elementele sistemului. În analiza 
sistemelor proprie teoriei sistemelor se ia în considerare în primul rînd caracterul 
informațional al mărimilor implicate în funcționarea sistemului respectiv, acest mod de 
abordare conferind analizei cel mai înalt grad de generalitate. Ceea ce caracterizează orice fel 
de informație este faptul că ea nu este cunoscută dinainte. 

O mărime fizică prin care se transmite o informație se numeşte semnal. 

Mărimile fizice sunt caracterizate de o multitudine de parametri fizici (de exemplu o 
tensiune alternativă este caracterizată de frecvenţă, amplitudine, defazaj); nu toţi parametrii ce 
caracterizează mărimea fizică transmit informaţia în cadrul legăturilor dintre elementele 
sistemului. 


Parametrul care se modifică dependent de informația 


transmisă de semnalul respectiv se numeşte parametru 
JC informaţional. 
JR «e In cazul oricărei transmisii de informaţie există 


implicit un emițător şi un receptor al informației. Legătura 
între informaţie şi parametrul informațional se realizează 
pe baza unui cod la emițătorul informației. Pentru ca să 
poată fi înțeles întregul conţinut informaţional al unui 
Fig.1.8. semnal, este necesar ca la receptor să se realizeze operaţia 
inversă, adică din variația parametrului informaţional să fie 
extrasă, pe baza aceluiaşi cod, ca şi la emisie, informaţia. 
Pentru exemplificare vom considera cazul măsurării unei temperaturi cu un 
termocuplu ca în figura 1.8.; informația este constituită de valoarea temperaturii . La capetele 
joncțiunii reci (JR) a termocuplului apare o tensiune continuă, a cărei valoare este 
proporțională cu temperatura joncţiunii calde (JC). Semnalul este constituit în acest caz de 
tensiunea continuă ce apare la capetele joncțiunii calde iar parametrul informațional este 
constituit din valoarea efectivă a tensiunii (e). 
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1.5.1.1. Clasificarea semnalelor 


Se pot stabili diverse criterii de clasificare a semnalelor: 
1. După efectele produse asupra sistemului în care acestea sunt transmise: 

a) semnale utile, care introduc efecte dorite; 

b) semnale perturbatoare, care introduc efecte nedorite asupra sistemului. 
2. După natura mărimii fizice care constituie suportul semnalului: 

a) semnale electrice (tensiune, curent, parametrii de circuit); 

b) semnale mecanice (forțe, cupluri, etc.); 

c) semnale hidraulice (presiuni de lichide); 

d) semnale pneumatice (presiuni de gaze). 
3. După mulțimea valorilor pe care le poate lua parametrul informaţional între două valori ale 
acestuia: 

a) semnale analogice, atunci când mulțimea valorilor pe care le poate lua parametrul 
informațional este o mulţime inclusă în mulțimea numerelor reale; 

b) semnale numerice la care mulțimea valorilor parametrului informațional este o 
mulțime inclusă în mulțimea numerelor întregi. 
4. După modul de definire a parametrului informaţional funcție de variabila de timp: 

a) semnale continui în timp, la care pentru fiecare valoare a variabilei timp este 
definită o valoare a parametrului informațional; 

b) semnale discrete în timp, la care valorile parametrului informațional sunt definite 
numai pentru diferite valori admisibile ale variabilei de timp. 
5. După previzibilitatea evoluției în timp: 

a) semnale deterministe, la care valoarea parametrului informaţional poate fi 
cunoscută aprioric pentru orice valoare admisibilă a timpului; 

b) semnale nedeterministe, la care pentru orice valoare admisibilă a timpului nu se 
poate face decât o estimare probabilistică a valorilor parametrului informaţional. 


1.5.1.2. Semnale definite printr-o distribuţie 


Vom defini noțiunea de distribuţie prin analogie cu definirea unei funcții. 
O funcţie este un procedeu prin care se asociază fiecărui număr din mulțimea de definiţie un 
număr (nici unul, mai multe sau o infinitate) din mulțimea valorilor. 

O distribuţie T este un procedeu care asociază fiecărei funcții ọ din mulțimea de 
definiție un număr notat <T,p>, sau T(ọ). 

Funcţiile q pe care operează distribuţia T aparţin unui domeniu D. Funcţiile ọ satisfac 
condiţii severe: 

a) funcțiile ọ sunt nule în afara unui interval finit Q; 

b) funcţiile ọ sunt indefinit derivabile; 

c) pe D -— domeniul funcțiilor ọ, este definită funcția normă, 


à | care 
ermite să se măsoare “distanţa” dintre două funcţii = { 
5 5 l 2 


Un şir de funcții ọn din D converge la ọ implică faptul că toate distanţele | 


Pn =P 


bă 


(09) (p) 
n 


Jaari ly n-o” '| „tind către zero când n tinde la infinit. 


Distribuţia este un procedeu liniar şi continuu. 


b 
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Unei funcții continui şi integrabilă pe orice interval finit i se poate asocia o distribuţie 
notată [f], astfel: 


llo = | Opar (1.2) 


O distribuție importantă este distribuția Dirac notată 6 care asociază fiecărei funcții e 
numărul e (0): 


(6,9) = p(0) (1.3) 
În mod asemănător se defineşte 6, astfel ca: 
(8, p) = pla) (1.4) 


Un exemplu sugestiv referitor la modul de definire al distribuției îl constituie 
curentul care apare într-un circuit în care este conectată o capacitate la conectarea circuitului 
ca în fig. 1.9. Considerând tensiunea pe condensator definită de: 

O pr. t<0 


ZON pt. t>0 (1:6) 


există totuşi deoarece condensatorul se încarcă 


| şi are semnificația unei distribuții. 


Fig. 1.9 
Dintre proprietățile distribuțiilor amintim: 
a) Egalitatea a două distribuții T, şi T2: 
Tı=T; dacă <T;, p>=<T>, p> pentru orice funcție ọ(ņ) din D. 
b) produsul unei funcții g printr-o distribuţie T, notat gT sau T, este o distribuție 
definită prin: 


K 
= Curentul prin circuit, aproape peste tot nul, 
E Uc (= C 


<ET, p>=<Ty P>=<T, go> 
unde gọ este produsul algebric a două funcții. Pentru ca T, să existe este necesar ca g să fie o 
funcție indefinit derivabilă. 
c) Derivata T’ a unei distribuții T este definită prin procedeul: 
<T’, p>=—<1p> 
Dacă distribuția este asociată unei funcții continui f atunci: 
HT, g>=<1F] p> 
Dacă distribuția este asociată unei funcții discontinui în punctul a, atunci: 
LT. >= <L] p+tfta)-ha) laL] p+Af<ăt-a), p> 
unde s-a notat f(a+) valoarea în vecinătatea din dreapta iar cu f(a.) valoarea din vecinătatea din 
stânga lui punctului a a funcției f(t), iar: 
Af=f(a+)-f(a-)=saltul funcţiei în punctul a. 
Distribuția [f] există pentru că f este local integrabilă. 


NOŢIUNI INTRODUCTIVE 


1.5.1.3. Reprezentarea temporală a semnalelor continui în timp 


Principalele semnale utilizate în analiza sistemelor continui sunt: 
a) Semnalul treaptă unitară o(t) este definit de relația: 


0  7<0 
0-1, i (1.7) 


>0 
o(t (t) e(t) 
1 
t 
t t 
€ E 
FIE, tu + rd: 
2 
Fig. 1.10 a) b) 
Fig. 1.11 


Graficul funcției treaptă este prezentat în figura 1.10. Funcţia treaptă unitară (treaptă 
Heaviside) nu este definită pentru t=0; funcția treaptă aproximează într-o formă ideală 
fenomenele de cuplare la rețea a aparatelor electrice. 

Răspunsul unui sistem la semnal treaptă unitară este numit răspuns indicial sau funcție 
indicială şi se notează cu w(t). 

b) Impulsul unitar 5(t) (Impulsul Dirac) este definit de : 


+ oo pentru t=0 


(1)= (1.8) 


0  pentrutz0 


Graficul funcției impuls unitar este prezentat în figura 1.11.a. Impulsul unitar are o 
amplitudine infinită şi o durată infinit mică; acest semnal poate fi aproximat printr-un semnal 
de amplitudine finită (1/g şi de durată (£) cât mai mică, ca în fig. 1.11.b. 

Răspunsul unui sistem la semnalul impuls unitar se numeşte funcţie pondere (răspuns 
pondere). 

Se observă că atunci când e tinde spre zero impulsul real prezentat în figura 1.11.b. 
tinde spre 5(t). 

Semnalul impuls unitar se bucură de proprietatea că suprafaţa sa este egală cu unitatea; 
acest lucru se exprimă prin relația: 


foa =] (1.9) 


relație ce constituie un mod de definiție a lui 5(t). 
c) Semnalul rampă unitară r(t) este definit de relația: 


O pentru t<0 
r(t) = (1.10) 
t pentru t20 
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r(t) 


Semnalul rampă exprimă viteza de variaţie a 
mărimii considerate iar reprezentarea grafică este 
tga=1 prezentată în figura 1.12. Trebuie remarcat faptul că 
t panta semnalului rampă poate fi diferită de unitate. 
Fig. 1.12 


d) Semnalul armonic sinusoidal este un semnal periodic necauzal definit prin relația: 


u(t)= sin ot (1.11) 


şi este utilizat pentru a studia comportarea sistemelor în domeniul frecvenţelor. Uneori se 
foloseşte semnalul armonic complex mult mai uşor de manipulat: 


u(=e“ (1.12) 


1.5.1.4. Reprezentarea temporală a semnalelor discrete în timp 


Principalele semnale discrete utilizate în studiul sistemelor sunt: 
a) Semnalul impuls unitar discret 5(k) definit de relaţia: 


0 pentru kz 0 


av=] (1.13) 
1 pentru k=0 


iar graficul este prezentat în figura 1.13. 
b) semnalul treaptă discret o(k) definit de relația: 


0 pentru k<0 
o(t)= (1.14) 
1 pentru k>0 
Graficul semnalului treaptă discret este prezentat în figura 1.14. 
c) Semnalul rampă unitară discretă r(k) definit de relaţia: 
0 pentru k<0 
r(k)= (1.15) 
k pentru k>0 
şi cu graficul din figura 1.15. 
Sk) o(k) r(k) 
k k k 
0 1234 01234 0 1234 
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1.5.2. Modele matematice 


Prin analiza unui sistem se urmăreşte determinarea comportării sistemului respectiv în 
diferite condiții, comportare ce este descrisă prin evoluția anumitor mărimi ce intervin în 
funcționarea sistemului respectiv. 

O analiză exhaustivă în domeniul sistemelor tehnice ce ar implica determinarea 
evoluţiei tuturor mărimilor ce intervin în funcționarea sistemului respectiv, este pe de o parte 
foarte dificil de realizat, iar pe de altă parte lipsită de utilitate practică deoarece influența 
anumitor mărimi asupra evoluției generale a sistemului este neglijabilă în raport cu alte 
mărimi. 

Teoria sistemelor elaborează legi generale pe baza cărora se poate face analiza 
sistemelor tehnice şi fizice din cele mai diverse domenii. Pentru ca aceste reguli cu caracter 
general să poată fi aplicate unor sisteme particulare este necesar ca, în prealabil, acestea să fie 
prezentate într-o formă generală care să uniformizeze modul de prezentare a sistemelor; 
această formă generală de prezentare se constituie ca un model a sistemului respectiv. 

Un model a unui sistem este o imagine a acestuia, care reflectă într-o formă 
simplificată şi idealizată şi cu o acuratețe suficientă (determinată de necesitățile practice de 
utilizare) relațiile cauzale ce se stabilesc între elementele sistemului (structura acestuia) şi 
care determină evoluția mărimilor de interes pentru analiza sistemului respectiv. 

Deoarece limbajul cu gradul de universalitate cel mai ridicat este limbajul matematic, 
forma cea mai generală şi în acelaşi timp cea mai abstractă de prezentare a modelelor o va 
reprezenta modelul matematic. 

Un model matematic ataşat unui sistem reprezintă un set de relații matematice de tipul 
ecuaţiilor algebrice sau diferențiale în care sunt implicate variabile fizice specifice sistemului 
respectiv, pe baza căreia se poate obține o caracterizare cantitativă a funcționării sistemului 
cât mai apropiată de realitate. 

Modelele matematice utilizate pentru caracterizarea proceselor pot fi structurale sau 
sintetice. Parametrii unui model structural au o interpretare structurală naturală şi sunt 
determinaţi pe baza legilor fizice ce guvernează sistemul căruia îi este ataşat modelul 
matematic. Modelele sintetice nu sunt bazate pe legile fizice ce caracterizează sistemul 
respectiv. 

Un model matematic eficient trebuie să satisfacă următoarele cerinţe: 

-universalitate (se poate aplica tuturor obiectelor ce fac parte dintr-o clasă de interes); 

-un număr limitat de parametri; 

-identificabilitatea parametrilor. 

Modelele matematice se pot obține pe cale analitică, pe cale experimentală sau prin 
metode mixte. 

Pe baza unui model matematic corect întocmit se pot explica anumite aspecte ale 
funcționării sistemului deja cunoscute şi se pot face predicții asupra funcționării sitemului în 
diverse situaţii. 


1.5.2.1. Obţinera modelelor matematice pe cale analitică 


Obţinerea pe cale analitică a modelelor se face pe baza legilor fizice ce guvernează 
sistemul respectiv şi care determină legăturile între elementele sistemului respectiv. Etapele 
obținerii pe cale analitică a unui model matematic sunt: 

1. Stabilirea conexiunilor exterioare ale procesului cu mediul şi a ipotezelor 
simplificatoare utilizate în elaborarea modelului, ipoteze ce vor micşora efortul de modelare 
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fără a afecta prea mult acuratețea (precizia cu care descrie cantitativ funcționarea sistemului) 
acestuia. 

2. Stabilirea ecuațiilor de bilanţ dinamic pentru masele energiile sau impulsurile care 
apar în cadrul sistemului respectiv. În cadrul acestei etape pe baza ipotezelor simplificatoare 
stabilite la etapa 1, se pun în evidență elementele care realizează acumularea, disiparea sau 
transferul de masă, energie sau impuls şi ecuaţiile ce descriu funcționarea acestor elemente. 
Funcționarea elementelor care realizează acumularea de energie, masă sau impuls este 
descrisă cu ajutorul ecuațiilor diferențiale, iar funcţionarea elementelor disipative este descrisă 
cu ajutorul ecuaţiilor algebrice ordinare. În această etapă se stabileşte ce tip de ecuaţie se 
ataşează fiecărui element. Ecuațiile de bilanț care reflectă variațiile acumulărilor, reprezintă 
ecuaţii diferenţiale, acestea fiind ecuații de stare ale sistemului. 

3. Stabilirea ecuaţiilor de stare fizico-chimice; ecuațiilor generale stabilite anterior li 
se ataşează mărimi fizico-chimice coerente, implicate în funcţionarea sistemului respectiv. 

4. Simplificarea modelului prin operaţii specifice precum: 

- liniarizarea ecuaţiilor neliniare în jurul punctului nominal de funcţionare; 
- aproximarea ecuațiilor cu derivate parțiale prin ecuaţii diferenţiale ordinare; 
- reducerea ordinului ecuaţiilor diferențiale ordinare. 

5. Validarea modelului; în cadrul acestei etape se face comparaţie între datele deja 
cunoscute referitoare la funcționarea sistemului (din experimente deja realizate sau pe baza 
experienţei anterioare cu privire la sisteme similare) şi datele obţinute prin calcul pe baza 
modelului matematic. De asemenea se fac predicții asupra funcționării sistemului pe baza 
modelului matematic şi se concep şi se realizează experimente cu ajutorul cărora să se verifice 
aceste predicții. Atunci când datele experimentale coincid cu cele teoretice (cu o marjă de 
eroare impusă de aplicația respectivă) modelul matematic este corect. În caz contrar se 
corectează modelul matematic acționând asupra ipotezelor simplificatoare de la etapa 1 sau 
asupra simplificărilor efectuate la etapa 4, până când verificările experimentale coincid cu 
predicțiile teoretice făcute pe baza modelului, deci modelul este validat. 

Există două mari categorii de caracterizări a sistemelor prin modele matematice 
analitice: 


a) Caracterizarea externă (caracterizare intrare-ieşire) 


În acest caz sistemul este văzut ca un tot (cutie neagră) iar caracterizarea acestuia se 
face numai prin intermediul descrierii interacțiunii cu mediul ca în fig. 1.16. Modelul 
matematic va fi constituit în acest caz dintr-un set de relații între mărimile de intrare u ce 
acționează din exterior asupra procesului şi mărimile de ieşire y prin care sistemul acționează 
asupra mediului exterior. Aceste relaţii se obțin din condiţii de echilibru dinamic al mărimilor 
ce intervin în funcționarea sistemului respectiv. 

Pentru exemplificare vom considera cazul unui sistem format dintr-un cuadripol de 
elemente pasive RLC ca în fig. 1.17.: mărimea de intrare în sistem este constituită de 
tensiunea de intrare U;(t) iar mărimea de ieşire din sistem de către mărimea de ieşire Ue(t), 
ambele variabile în timp. 

Modelul matematic va descrie legătura în regim dinamic dintre mărimea de intrare şi 
mărimea de ieşire. 

În componenţa circuitului intră elementul disipativ constituit din rezistorul R şi 
elemente acumulatoare (inductanţa L şi capacitatea C) 
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U Uc Si C JU. 
Fig. 1.16 Fig. 1.17 


Relația ce caracterizează funcționarea unui element disipativ este o ecuație algebrică 
de forma: 


y6) = K*ut) (1.16) 


Relația ce caracterizează funcționarea unui element acumulator este de forma: 


-g ™ 
y) =K 57 (1.17) 


Pentru elementul R considerând mărimea de intrare i (curentul prin circuit) iar 
mărimea de ieşire Up (căderea de tensiune pe rezistor) se particularizează astfel: 


Ur) =K*i (H (1.18) 


Pentru inductanța L considerăm mărimea de ieşire Ur (căderea de tensiune pe 
inductanță) iar relația capătă forma particulară: 


di 
Ur =L— 1.19 
a (1.19) 


Pentru elementul acumulator C, considerând mărimea de intrare Uc(t) şi mărimea de 
ieşire ic(t) (curentul prin condensator) relația se pune sub forma particulară: 


duc 
dt 


ic(t) = C (1.20) 


Relația de bilanţ dinamic din care se obține modelul matematic intrare-ieşire este dată 
de legea lui Kirckhoff: 


Ui =U, + ur + uc (1.21) 
Ținând cont că uc =ue şi i = ic (quadripolul funcționează în gol) obţinem: 


SPATELE di (1.22) 
dt 


Inlocuind i = ic din relație obținem: 


2 
poti pee, 
dt 


(1.23) 
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Relaţie ce constituie modelul matematic al sistemului constituit din quadripolul din 
fig. 1.17. Notând U. = y şi U; = u se obţine relația: 


Lcd Rc% + yu (1.24) 
dr” de” l 
Notând în continuare: T =0, pulsație naturală 
R |C 


—,|ẹ— = ¢ -factor de amortizare 
2\L 


K = 1 — factor de amplificare 
obținem o formă generală a modelului matematic al unei categorii largi de sisteme dat de 
ecuația: 


dy 
dr 


+250, + oiy= Kou (1.27) 


Descrierea externă este utilă în special în cazul analizei şi a sintezei sistemelor 
monovariabile, forma generală a modelului matematic intrare — ieşire fiind: 


SOP, y”, DAT yu ™ uP, eee „u,t)=0 (1.28) 


Pentru sistemele liniare, continui, cu parametrii concentrați forma generală a 
modelului matematic a unui sistem de ordin n este: 


y” +a, yP ta, yP Hoin + 099 =b u ™ +b, UP H., + bu (1.29) 


unde an, ân-2, --: »40 Dm, Dm-1, -.. „bo sunt constante, y(t) este mărimea de ieşire iar u(t) 
mărimea de intrare. 

După cum se observă, ecuaţia (1.26) este o particularizare de ordin 2 (n=2, m=0) a 
modelului general prezentat de (1.28). Prin identificare a = 250, ao = Onr, bo = Kon. 

Pornind de la descrierea externă exprimată de ecuația (1.28) care reprezintă modelul 
matematic intrare-ieşire în domeniul real se poate obține modelul matematic intrare-ieşire în 
domeniul complex şi modelul intrare-ieşire în frecvenţă. 

Aplicând transformarea Laplace în ambii membri ai relației (1.29) se obţine modelul 
matematic intrare-ieşire în domeniul complex reprezentat de funcția de transfer notată în 
general cu H(s), unde s este o variabilă complexă s = 9j&; prin definiție, funcția de transfer 
este raportul dintre imaginea prin transformarea Laplace a răspunsului normal a unui sistem 
şi imaginea prin transformarea Laplace a semnalului de intrare care a provocat acel răspuns. 
Din relaţia (1.29) se obține: 


_ Y(s) _ Bas DS e tb 


n-l 


U(s) s” +a, 48S" +... + ao 


H(s) (1.30) 
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Funcţia de transfer fiind determinată de coeficienţii bm, bm-1, -.. , bo, an-1, an-2, ... , ao ca 
şi modelul matematic în domeniul timpului descris de relaţia (1.29), evoluţia în planul 
complex a funcției de transfer va oferi informaţii despre evoluția în planul real al semnalului 
de ieşire y(t), deci va descrie funcţionarea sistemului. 

Înlocuind în relaţia (1.30) variabila complexă s cu j se obţine funcţia de transfer în 
fecvenţă cu ajutorul căreia se poate descrie comportarea sistemului atunci cînd la intrare este 
aplicat un semnal sinusoidal cu frecvenţă variabilă. 


b) Descrierea internă 


Descrierea internă a unui sistem este realizată de către ecuaţiile intrare stare ieşire a 
căror formă generală este: 


X) ADU, 
(1.31) 
Y(t) = g(X(0,0) 


unde, fiind definite X = mulţimea valorilor variabilelor de stare, YU = mulțimea valorilor 
semnalelor de intrare, Y = mulţimea valorilor variabilelor de ieşire: 


- X(t) €X c R” reprezintă vectorul variabilelor de stare care determină comportarea 
unui sistem atunci cînd starea actuală a sistemului şi intrările sunt cunoscute 
(XD = [xX] ); 

- U(t)e Uc R” reprezintă vectorul de intrare (U(t) = [u;, uz.. Up] ) 

E ai e T 

-  Y(t)e Yc R” reprezintă vectorul de ieşire (Y (£) = [y,, Y2; Y ) 

Modelul matematic ce asigură descrierea internă a unui sistem, numit şi sistem dinamic 
neted, este reprezentat de către tripleta (Q,f,g) care satisface relațiile matematice (1.31), unde: 

l- Q —este clasa admisibilă a funcţiilor de intrare; Q= todt eT,oeU! iar T este 
mulțimea valorilor variabilei independente de timp T c R ; un operator Te extrage mărimile 
de comandă u(t) din evoluţiile admisibile @(t):u(t)=nro@(t); 

2- R”*R”*R —> R” este o funcţie continuă în x şi u şi global Lipschitziană în raport cu 
x, adică fiind date două faze x, şi X2 oarecare, există un număr L astfel 
încît: |f ut) — f (x,,u,t) | < Ll =X, 

3- g:R*R”— R? este o funcție continuă. 

Condițiile 1 şi 2 asigură existența locală a soluției ecuației diferențiale x’=f(t,x,u) 
pentru orice comandă u(t) € U şi condiție inițială x(7)=x., soluție care se scrie: 


2 


x(t) = (t, T,x,,@) (1.32) 


Mulțimea {9(t,T, x, olt € R} se numeşte traiectorie de stare, care trece prin x la 


momentul 1. 

Funcţia e(t,7,x-,0) se numeşte funcție de tranziţie a stărilor. 

Atunci cînd variabila independentă este definită pe mulțimea numerelor întregi, ke Z 
atunci sistemele dependente de această variabilă sunt sisteme discrete, modelele lor 
matematice similare ecuaţiilor (1.29), (1.31) fiind: 

- modelul matematic intrare-ieşire în domeniul real pentru sisteme liniare invariante: 
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y(k+n)+a,;y(k+n-1)+...+ay(k)=b 
pentru sistemele fizic realizabile n >m. 
- modelul matematic intern: 


m 


u(k+m)+b,„;u(k+m-1)+...+bu(k) (1.33) 


X(k+1)= f(X (k +1),U(k),k) 
(1.34) 
Y(k)=g(X(k),k) 


unde: 1- U = uOuÀ Z> R”} 
2- f:Z*R”*R” — R” continuă 


3 - g:Z*R" — R” continuă în raport cu x 


1.5.3. Tipuri de sisteme 


Pornind de la ecuațiile (1.31) care descriu modelul, matematic al sistemelor netede 
impunînd anumite restricții asupra funcțiilor f şi g, se poate face următoarea clasificare a 
sistemelor dinamice: 

1. Dacă funcția f este liniară în x şi u şi funcția g este liniară în x atunci sistemul 
dinamic este liniar. Aceasta înseamnă că se poate scrie: 


f(t, X,U) = AD X(+ BA *U (E) (1.35) 
şi: 
L, X) = C(0X(0) (1.36) 


cu A(t) Ee R™, B(A) Ee R™™, CŒ) Ee R™ 

Dacă f sau g nu sunt liniare sistemul este neliniar. 

În cazul sistemelor liniare funcția de tranziție a stărilor ọ(t,t,x„œ) este o aplicație 
liniară în argumentele x, Datorită liniarităţii se poate scrie: 


PUT CX +C Xa CD + C302) =C P(T, Xp 0) +P, T, X0) (1.37) 


2. Dacă variabila t nu apare explicit în funcțiile f şi g atunci sistemul dinamic este invariant 
în timp Şi se poate scrie pentru sistemele continui: 


S(XH,U (A) = Ax X(D+ B*U() 
(1.38) 
(XA) =C* X(t) 


unde A,B,C sunt matrici constante de dimensiuni corespunzătoare. 

Dacă functiile f şi/sau g depind explicit de timp atunci sistemul dinamic este variant în 
timp. 

3. Dacă în cazul ecuațiilor (1.31) se poate pune în evidență o singură variabilă 
independentă (t pentru sistemele netede) atunci sistemul este un sistem cu parametrii 
concentrați, când în (1.31) pot fi puse în evidență mai multe variabile independente sistemul 


27 
NOŢIUNI INTRODUCTIVE 


este un sistem dinamic cu parametrii distribuiţi, ecuaţiile care constituie modelul lor 
matematic fiind ecuaţii cu derivate parțiale. 

4. Dacă toate semnalele ce intervin în (1.31) sunt semnale deterministe atunci sistemul 
este un sistem determinist, dacă cel puţin unul din semnale este nedeterminist atunci sistemul 
este stocastic (nedeterminist). 

5. Dacă în spațiul stărilor este un spațiu cu un număr finit de dimensiuni sistemul 
dinamic este un sistem finit dimensional; dacă mulțimea stărilor este o mulțime finită atunci 
sistemul este un sistem cu un număr finit de stări; dacă un sistem cu un număr finit de stări 
are mulțimea mărimilor de intrare şi mulțimea mărimilor de ieşire finite, atunci sistemul este 
un sistem finit. 
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CAP.II DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR 
DINAMICE NETEDE 


2.1. Modelul matematic intrare-ieşire al sistemelor monovariabile, liniare, 
invariante în timp cu parametrii concentrați 


Pornind de la relațiile care descriu un sistem dinamic: 


fad u(,0) =0 


g(x(t),t)=0 ca) 


Pentru sistemele netede invariante în timp ecuaţiile anterioare se particularizează 
astfel: 


X "(0 = AX (0)+ BU(0) (22) 
Y(t) =CX(0+ DU (t) 


unde A,B,C,D sunt matrici de elemente constante de dimensiuni corespunzătoare (A(nxn), 
B(nxm), C(pxn), D(pxm)); în cazul sistemelor monovariabile m=p=1. Introducând un 
operator de derivare p, astfel încât p*f=df/dt, din prima relație (2.2), presupunând matricea A 
nesingulară, se obține: 


X = (pI - A)” Bu (2.3) 


unde I este matricea unitate. Introducând în cea de a doua ecuație (2.2) rezultă: 


y(©) =C" (pI — A)`”' Bu + du = C" A 


Bu + du (2.4) 


unde s-a notat cu A determinantul matricii (pI-A) care va fi un polinom de gradul n cu 
variabila p. Elementele matricii adj(pI-A) vor fi polinoame în p de grad cel mult n-1. Dacă 
d=0 (cazul sistemelor proprii), atunci relația (2.4) se poate scrie: 


_ P(p) 
Q(p) 


y(t) u(t) (2.5) 


unde P(p) este un polinom de grad mxn iar Q(p) este un polinom de grad n în p. Explicitând 
cele două polinoame se obține: 


b p” +b, p™™ +... +b O (2.6) 


y(t) = n n-l 
p”+a,p™ +....+a 


29 
DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR 


Ținând cont de semnificația operatorului p din (2.6) rezultă: 
y(9 +a, yO +... +a y(0 = bul + bu _u( DD +... + bult) (2.7) 


Relaţia (2.7) constituie modelul matematic intrare-ieşire în domeniul timpului al 
sistemului dinamic monovariabil neted liniar cu parametri concentrați exprimat de (2.2). În 
cazul sistemelor care nu sunt proprii relația (2.70) rămâne valabilă cu precizarea că în acest 
caz n=m. 

Relaţia (2.7) descrie interacțiunile sistemului dinamic cu mediul, sistemul fiind văzut 
în acest caz ca o cutie neagră asupra căruia acționează mărimea de intrare u din exterior şi 
care reacționează prin intermediul mărimii de ieşire y (vezi fig 2.1). 


u(t) Sistem yW 
dinamic 


Fig. 2.1 


A analiza un sistem descris de o ecuație de tipul (2.7) înseamnă a determina modul în 
care sistemul răspunde la diferite semnale de intrare, ceea ce presupune rezolvarea ecuației 
diferențiale (2.7); pentru a putea rezolva această ecuație diferențială este necesar să fie 
cunoscute condițiile inițiale pentru y(t) şi cele n-1 derivate ale lui y precum şi evoluția în 
timp a mărimii de intrare, atât pentru t<0 cât şi pentru t20. Soluția generală a ecuației 
diferențiale (2.7) va avea două componente: o componentă determinată numai de condițiile 
inițiale şi de proprietățile sistemului dinamic (soluția ecuației omogene) numită componenta 
de regim liber, yı şi o soluție determinată de mărimea de intrare u(t) (o soluție particulară a 
ecuației neomogene) numită componenta de regim forțat yj, adică: 


YD =y Ð+ y; 6) (2.8) 
Componenta y(t) se determină ca o sumă de exponenţiale de forma: 
y O=) Ce" (2.9) 
i-l 


unde à; sunt soluţiile ecuaţiei caracteristice ataşate ecuaţiei omogene; 

C; sunt constante care se determină din n condiţii inițiale ale ieşirii şi derivatelor 
acesteia. 

Componenta de regim forțat yf se calculează prin metoda variaţiei constantelor, 
căutându-se o soluție de aceeaşi formă cu componenta liberă în care constantele sunt înlocuite 
prin funcții de timp ce urmează a fi determinate din condiţia ca soluţia de regim forțat să 
satisfacă ecuaţia neomogenă (2.7). 


y O= $a De? (2.10) 


Această modalitate de analiză devine dificilă în cazul sistemelor de grad n>3. 
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2.2. Analiza sistemelor automate liniare şi continui 
prin metode operaţionale 


2.2.1. Transformata Laplace 


Transformata Laplace obişnuită (unilaterală) a unei funcții f(t) se defineşte ca fiind): 
LI f(0]= F(s)= f f(e “dt = f fte edt (2.11) 
0 0 


unde s este o variabilă complexă s=0o+jæœ. Transformata Laplace operează cu funcții care se 
consideră nule pentru t <0. f(t) se numeşte funcție original, iar F(s) imaginea lui f(t) prin 
transformata Laplace. 

Ținând cont de formula lui Euler: 


e!“ = cosat — jsin ot 
ultima integrală din relaţia (2.11) devine: 


LI f(0]= f f(e cosat— jf f(e” sin ætdt (2.12) 


De aici rezultă în primul rând că transformata Laplace a unei funcţii de timp este o funcție 
complexă. În al doilea rând se constată că pentru ca transformata Laplace să existe, este 
necesar ca amândouă integralele din relația (2.12) să fie convergente, adică suprafețele închise 
de curbele: 


f(e * cosæt şi f(t)e* sin øt 


pe intervalul t20 să fie finite. Apariţia în transformata Laplace a termenului e“ facilitează 
sensibil această cerință. Astfel fie: 


0 la t<0 
ft) = 
e“! la t>0 cu a>0 


Pentru o asemenea funcție transformata Laplace este: 


œ œ | e (5-a 
F(s)= f e“e"dt = f opia H(s) = == 
ri ri s-a s-a 


Această integrală există (este convergentă) numai când o>a. 
Deci pentru funcția f(t) = e“ transformata Laplace există când o>a; valoarea lui oọ=a se 
numeşte abscisă de convergenţă (vezi fig. 2.2). 
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Fig.2.2 


Transformata Laplace inversă este dată de relația: 


f(0 = 1 Î F(s)e*as =L"F(s)] (2.13) 
27j 


c-jo 


unde c este abscisa de minimă convergenţă şi c este mai mare decât partea reală a oricăruia 
din polii funcției F(s); f(t) este funcţia original iar F(s) =L [f(t)] poartă numele de funcție 


imagine. 
Proprietăţi ale transformatei laplace: 
- Liniaritate: L [f(0+f401=L [fi(091+L [f)]=F1(s)+F(5) (2.14) 
L laf(9l=aL []f(s)l=aF(s) (2.15) 
- Derivarea originalului: L [f(%(0]=s"F(s)-s"1f(0.)-s"7P(0.)- ....-f"W(0.) 
şi dacă f(0)..... f*(0) = Oatunci L [f(0)]=s"F(s) (2.16) 


- Integrarea originalului: 


L If f(naz=F9 (2.17) 
A S 

- Deplasarea imaginii 

Lje“ f(0]=F(s+a) (2.18) 
- Derivarea imaginii 

LOF) (2.19) 
- Integrarea imaginii 

10) = [Fods (2.20) 

0 
Lf] =aF (as) (221) 
a 

- Deplasarea originalului 

Li f(t-a)=e “F(s) (2.22) 
- Teorema valorii inițiale 

lim, fF ®© = lim, SF (S) (2.23) 


- Teorema valorii finale 
lim, f(0= lim, SF (s) (2.24) 
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2.2.2. Funcţia de transfer 
Fie un sistem liniar continuu şi staționar descris de ecuația diferenţială: 
any? tanay P+ au. +a1y +aoy= bru +bm 1U” + „.... +b1u +bou (2.25) 


în care nè m. 

Dacă în momentul excitării sale sistemul se află în stare de echilibru de zero (y(0), 
y'(0), y™(0) = 0) şi u(t)=0 pentru t<0, atunci, operând transformarea Laplace termen cu 
termen se obține următoarea expresie operațională a ecuației (2.25): 


(aos”+an-1S™"+ ... +a1S+ao)Y(S)=(bmS”+bm-15™"+ ... +bıs+bo)U(S) (2.26) 


Proprietățile interne ale sistemului sunt determinate de coeficienții aọ....an ai ecuației 
operaționale. Transferul informaţional este determinat în plus şi de coeficienții bo ... bm. De 
aceea pentru a caracteriza transferul informațional realizat de un sistem descris de ecuația 
(2.26) se poate construi o funcție de variabilă s conținând atât coeficienții ao ... an cât şi bo ... 
bm. 

O astfel de funcție este o funcție de transfer: 


m m-l 
H(s) = PnS i PERI A +... +b s +b, (227) 


Din (2.26) rezultă: 


Y L [y(t 

U(s) L[u®] 
Funcţia de transfer a unui sistem este definită prin raportul dintre imaginea prin transformata 
Lapalce a mărimii de ieşire a sistemului, ce se obține în cadrul răspunsului normal şi imaginea 


mărimii de intrare care a provocat acel răspuns. Dacă u(t) este un impuls unitar (t) atunci 
răspunsul lui normal este funcția pondere h(t) şi cum L[5(0)]=1 rezultă că (2.28) devine: 


H(s) = L[h(5]= [hoedt (2.29) 


Deci funcția de transfer este imaginea funcției pondere, adică imaginea răspunsului normal 
provocat de impulsul unitar. 


2.2.2.1. Dependenţa funcţiei de transfer de sarcină 


Noţiunea de funcție de transfer este proprie sistemelor liniare, monovariabile 
staționare şi continui. Relația (2.27) arată că funcția de transfer este deplin determinată dacă 
se cunoaşte ecuația diferențială respectivă. Se impune totuşi următoarea observație: 

Pentru acelaşi element expresia ecuației diferențiale care determină transferul intrare- 
ieşire şi deci şi expresia funcției de transfer depinde de faptul că elementul funcționează în 
gol sau în sarcină. Fie ca exemplu circuitul din fig. 2.3. 
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Fig.2.3 
u; =Ri+u, 
i=i +i, 
d 
e Ti C Z 
dt 
Ue 
i =— 
R, 
5 . . $ Ue / R 
Deci: u; = R(, +i,)+u, = R(Cu, + = )+u, sau RCu, + (| he =u, 


S S$ 


sau sub formă operațională: 


[RCs + (1+ yy, (s)=U (s) 


dacă circuitul funcționează în gol, R=œ şi (2.32) devine: 
(RCs + 1)U,(s)=U,(s) 


obținându-se următoarele expresii pentru funcția de transfer: 


H (s) = —— 
(5) IFRC s 


(2.34) — pentru funcţionarea în gol; 
(2.35) — pentru funcționarea în sarcină. 


(2.30) 


(2.31) 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34) 


(2.35) 
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2.2.2.2. Reprezentarea grafică a funcției de transfer 


Orice funcție de transfer este o funcție complexă şi poate fi reprezentată în planul 
complex Re[H(s)], Im[H(s)]. 
Variabila ei complexă s=o+jo poate fi reprezentată grafic în planul Re(s)=o şi Im(s)=jo. 
De aceea pentru a putea reprezenta grafic o funcţie de transfer trebuie mai întâi cunoscut 
conturul după care variază în planul (o, jo) variabila s (fig. 2.4a.). 
Pentru fiecare pereche (si, jo.) (1=1,2,3, ... ) se obține în planul funcţiei de transfer un vector 
complex. 


H;(S)= Hre(0:,0:)+] Him(0:,0:)> Hret]j Him (2.36) 
JO JHim 
S3 
S3 
S2 
â 
(9) Sı Hre 
Fig.2.4.a. Fig. 2.4.b. 


Vârful acestuia descrie un contur care constituie reprezentarea grafică a respectivei 
functii de transfer (fig. 2.4.b) 

Pe acest contur fiecare punct corespunde unei anume valori s şi de aceea conturul 
trebuie gradat în valori ale variabilei s. 

Să considerăm o funcţie de transfer care admite m zerouri şi n poli pe care s-o scriem 
sub forma: 


(S — Z (S-Z, )......(5S—zZ,) 
(s = pi XS- P3) (s-p,) 


H(s)=A (2.37) 


Fie de asemenea în planul s un contur închis C (fig. 2.5); se cere să se reprezinte 
graficul funcţiei de transfer (2.37) în cazul când vârful vectorului s parcurge conturul C în 
sensul indicat de săgeată (antiorar) considerat ca sens pozitiv. 


Fig.2.5 
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Din fig. 2.5 se constată că termenii de forma s-z, respectiv s-py, care apar în expresia 
funcției de transfer sunt vectori care pleacă din punctul de localizare al zeroului zu, respectiv 


al polului py şi se opresc în punctul curent Q de pe contur. Exprimaţi sub formă polară aceşti 
vectori devin: 


s-z, =R% respectiv s- p, =N,e®™ (2.38) 


Cu aceasta funcția de transfer devine: 


m, o İP tpz tt n 0, -92 =O) (2.40) 


Dacă punctul în care este localizat zeroul sau polul respectiv se află în interiorul 
conturului C, atunci parcurgerea integrală a acestuia în sens pozitiv duce la o variație a 
argumentului ọ respectiv © cu 2r, în caz contrar această variație este egală cu zero. 

Ca atare se poate formula următoarea teoremă: dacă conturul închis C din planul s 
cuprinde z zerouri şi p poli ai funcției de transfer în interiorul său, atunci la parcurgerea 
integrală a acestui contur în sens pozitiv, argumentul fazorului H(s) înregistrează o variație 
egală cu 2r(z-p). 

Altfel spus, graficul funcției de transfer (H(s) este un contur închis care înconjoară 
originea de z-p ori. În cazul cel mai general o funcţie de transfer se poate exprima în forma: 


(s—z, XS — Z, )--...(S— Zm) 


H(s)=A z 7 
s“(s" +a; )\(S— p, )\(S = P3 )-----(S— P) 


(2.40) 


unde a+2+q=n>m. 
j Un contur care cuprinde în 
interiorul său toate zerourile şi toți polii 
funcției de transfer (2.40) situați în 
semiplanul drept şi în acelaşi timp, 
înconjoară prin cercuri de rază infinit mică 
polii funcției de transfer situați pe axa 
imaginară a planului s poartă numele de 
contur Nyquist şi este prezentat în fig. 2.6. 
Pentru a obține hodograful funcției 
de transfer când s parcurge în sens pozitiv 
un asemenea contur trebuie determinată 
evoluția vectorului de poziție H(s) atunci 
când s parcurge semicercurile de rază 
infinit mică şi semicercul de rază infinit 
mare ale acestuia. 


Fig.2.6 


Se poate demonstra că: 

a) Atunci când s parcurge în sens negativ un semicerc de rază infinit mică ce 
înconjoară polii de pe axa imaginară, în planul funcției H(s) se obține un hodograf sub formă 
de arc de cerc de rază infinit mare cu centrul în originea axelor, vectorul rotindu-se în sens 
pozitiv. 
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b) Atunci când s parcurge în sens pozitiv semicercul de rază infinit mare al conturului 
Nyquist, se obţine un hodograf sub formă de arc de cerc de rază infinit mică cu centrul în 
originea axelor, vectorul rotindu-se în sens negativ. 

În cazul cel mai general o funcţie de transfer este dată de expresia (2.40) în care 
a+2+q=n>m. 

Această funcție de transfer se caracterizează prin aceea că are un pol de ordin de 
multiplicitate a în origine, are polii (-joi, +j@1) situaţi pe axa imaginară, polii pi, .... „Pa Şi Z1, 
«+» „Zm Situându-se în afara axei imaginare. Pentru studiul sistemelor este foarte important să 
se cunoască graficul funcției de transfer exprimată de relaţia (2.40) atunci când conturul C (pe 
care se deplasează s) are forma din fig. 2.7. 

Acesta se caracterizează prin aceea că el închide în interiorul său toate zerourile şi toți 
polii funcției de transfer care se află în semiplanul drept şi în acelaşi timp înconjoară prin 
semicercuri de rază infinit mică polii funcției de transfer situați pe axa imaginară a planului s 


pentru care |H(s)) =0., 


Fig.2.7 Fig.2.8 


În felul acesta funcția H(s) devine analitică în orice punt al acestui contur. Un 
asemenea contur poartă numele de contur Nyquist. Pentru a obține locul de transfer al 
funcției H(s) este necesar să cunoaştem ce devin în planul H,e-Him semicercurile de rază 
infinit mică şi cele de rază infinit mare ale conturului Nyquist din planul s. 

Pentru aceasta să considerăm în fig. 2.8 un semicerc de rază infinit mică ce înconjoară 
polul s=j@;. Când s parcurge acest semicerc expresia sa este: 


s= jo, +8, e” (2.41.a) 
1 r 


Pentru un zero oarecare zi (k=1,2,.....m), respectiv un pol oarecare py (v = 1,2,....q) 
putem scrie: 


s=z, +R e şi s=p,+S,e™ (2.41.b) 
Respectiv: 


S-Z, = R, . e% şi s- p, = S, e% (2.41.c) 


37 
DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR 


şi cu aceasta expresia (2.40) devine: 


= 08» IRI +. Eao) 
H(s)= A ne Mania. eto o! (2.42) 
S*-8, -e” (2j@, +6,” )- S, Sy -.......-S, 
Vectorul s se poate exprima sub formă polară: 
s =S, e 
La rândul său vectorul 2jæ@, + 6, -e° se poate exprima sub formă polară: (2.43) 
2j@ +ô, e”P 
şi cu aceasta (2.42) devine: 
RR cann -R 1ip5 56 aa 
H(s)= A Loz m ge aa (2.44) 


So +8, PP) Si Szt Sh 


În această relație atât calculele Ri......Rm, S1... Sq şi p cât şi argumentele Ọ1.....Ọm, 
0.......04, şi y sunt funcții de B aşa că ultima relaţie se poate scrie: 


H(s) = Si . eÏ A-2] (2.45) 


LA 


in q 
unde: M (2) =A- m; ®(p)=¥ e,- 0, -a0,-7 

SPB) S e S, Že - 20,0 
cum însă semicercul de rază infinit mică se poate considera că atât modulele cât şi 


argumentele rămân constante când f variază de la 7/2 la —n/2 deci: 


H(s)=N-e!%”  cuN =const. şi © = const. (2.46) 
În plus N>% când 5 —> 0. 


Cu alte cuvinte când s parcurge în sens negativ semicercul de rază infinit mică ce 
înconjoară polul s=jo,, în planul funcției H(s) de obţine un loc geometric în formă de arc de 
cerc cu raza infinit mare şi cu centrul în originea axelor. Argumentul fazorului respectiv H(s) 
variază în acest caz de la $-r/2 când o=0" la þ+r/2 când o=0 vectorul rotindu-se deci în 
sens pozitiv. 

Pentru a vedea ce se întâmplă când s parcurge semicercul de rază infinit mică din jurul 
originii (deci înconjoară polii de origine), vom menţine notația: 


= . p ÌQ0 
s=S,-e 


cu menţiunea că de această dată So este foarte mic, aceasta face ca în expresia (2.40) să să 
putem neglija vectorul punctului s față de vectorii polilor şi zerourilor respective. Deci: 
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(Za eee Za) 220000) CPD P2)-- Pq) 


HOSA 7 (2.47) 
Notând cu:  z, =Z, +e (k51,2,...); p, =P, e™ (2.48) 
Obținem: 
iea e „pm Èren yD D 


So (-P (P, ).......(—P,) 


q 


AR -2a EZA 


m q 
unde, = > p -2 N, şi N> w= (2.50) 
2 i 2 So (-B)-P).....(P,) 


Deci semicercul de rază infinit mică ce înconjoară polul de origine devine în planul 
funcției H(s) un arc de cerc cu R=o şi cu centrul în originea axelor. Argumentul complex 
arg[H(s)] variază de la g- an2 când œ=0, la p+an/2 când o=0. 


S=Ref cuR-—o (2.51) 


În cazul transformării semicercului de rază infinit mare al conturului Nyquist în planul 
funcției H(s), dat fiind că de data aceasta în conformitate cu fig. 2.8 vectorii zerourilor Z1.....Zm 
şi polilor +/-j@1, p1......Pq se pot neglija în raport cu vectorul variabilei s, ecuația devine: 


H(s)=A > zao =A l eiO O 
S° -S4 -S3 S” R"" 


(2.52) 


Rezultă că dat fiind n>m, când s parcurge în sens pozitiv semicercul de rază infinit 
mare al conturului Nyquist de la 9=—r/2 (corespunzător valorii œ = +0), în planul funcției, 
fazorul de rază infinit mică se roteşte în sens negativ, începând cu argumentul 7/2*(n-m) 
pentru œ = —co până la —r/2*(n-m) când o = +0. 


2.2.2.3. Schema funcțională 


Am văzut că sistemele sunt caracterizate prin funcția de transfer dată în general sub 
forma unui raport cu polinoame de variabilă complexă s=o+jo. Un mod de reprezentare a 
sistemelor care pune în evidență relaţiile ce există între diferitele părți componente ale unui 
sistem este schema funcțională (exemplu fig. 2.9): 
1 — Regulatorul; 
2 — Elementul de execuţie; 
3 — Elementul supus automatizării; 
4 — Elementul de reacţie; 
H:(s)>=Y/e; H(s)=YX/Y;; 
H;(s)=Y1/Y2; H4(S)=YV/Y; 
Y-mărimea de comandă; Y2- mărimea de execuţie; 
Y — mărimea de ieşire (reglată); 
Y 4 — mărimea perturbatoare. 
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Mărimea perturbatoare poate fi aplicată direct sau prin intermediul unui bloc funcțional la 
intrarea în elementul supus automatizării sau la ieşire (fig. 2.10) 


Fig. 2.10 
Pentru aflarea funcţiei de transfer a întregului sistem vom prezenta mai întâi regulile de 
operare cu funcțiile de transfer: 

a) Legarea în serie: 


A Fie jh ai e 


Fig. 2.11 
Y 1 1 1 
PUS ie ela la e a Pa a Ey (2.53) 


H (s)=H,:-H,-H, 
pentru n elemente legate în serie: 


Hs], 
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b) Legarea în paralel înainte: 


Fig. 2.12 


H(s) = = -Y, +Y) AU = HU 4 HU) H+ Hi (2.54) 


e 


c) Legarea în paralel înapoi: 


Fig, 2.13 


Y=He =H1(U-Y,) =H1(U-H2Y); 


deci: Y+HıH2Y=H;,U 
şi: 
H 
Mm (2.55) 
1+H H, 


dacă reacția este rigidă (H2=1) atunci: 


= H, 
1+H, 


d) Eliminarea blocului pe calea de reacţie. 
Pornind de la schema din figura 2.13, punînd condiţia ca Y să fie egal obţinem: 


H,)= E E PE = (2.56) 
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e) Deplasarea unui bloc de sumare înaintea unui bloc. 
Punând condiția ca Y să fie egal rezultă: 


Fig. 2.15 


U-H,+Z=(U+Z-H,)-H, >H, =- (2.57) 


f) Deplasarea unui bloc de sumare după un bloc. 


Y Y 
Z 
Fig2.16 
Din condiția ca Y să fie egal se obține: 
Hı(U+Z)=H,U+H,Z; H,=H; (2.58) 


g) Deplasarea unui punct de intersecție înaintea unui bloc. 


>m Sl j> 
Z 


£ H= H 
Fig2.17 
Punând condiția ca valoarea semnalului Z să nu se modifice se obține: 
HU=H,U > H,=H (2.59) 


h) Deplasarea unui punct de intersecție după un bloc. 


Fig. 2.18 


Punân condiția ca Z să nu se modifice se obține: 
U=YH,=HUH, > H,=1/H (2.60) 


Cu aceste operații oricare ar fi sistem închis poate fi pus sub forma canonică din fig. 
2.19 unde H — funcția de transfer a sistemului deschis şi Ho — funcția de transfer a sistemului 
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închis, iar Ha — funcția de transfer a elementului de comparaţie; între aceste funcții se pot scrie 


relațiile: 
Y Y E 
H =—;H,=— şi H; =— 
Fii d lati N, 
H 
H, = — 2.61 
° 1+H (9) 
H 
H ME a (2.62) 
1-H, 
EE 20 ue E E i este 
1+H U U U 
Y 
Ho = Ha: H:Ho == =H-H, 


Revenind la schema din fig. 2.9 considerând perturbația = 0 rezultă: 


SE RN i (ca Pine e ENE PAIE G cp RENI a E O G (2.63) 
1+H,-H,-H,-H, 1+H,:H,-H,-H, 


Considerând acum U=0 şi P +0 (Y4)şi aplicând regulile de algebră prezentate obținem: 
H.-H, 
(2.64) 


sau: 


H.-H 
sala P (2.65) 


Semnalul de ieşire se obține prin principiul superpoziției, deci: 


s e N H,-H, | 
1+H,-H,-H,-H, 1+H,-H,-H,-H, 


sau: Y =Y, +Y, = H,(s)+ Hyp(s):P 
unde Ho şi Hop sunt funcțiile de transfer raportate la intrare , respectiv la reacție. 


43 
DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR 


2.2.2.4. Reducerea formei schemelor funcționale complexe 


Pentru sistemele care conțin mai multe bucle şi mai multe intrări, se poate obţine o 
schemă echivalentă, a cărei funcţie de transfer se poate scrie pe baza relaţiilor deja stabilite. 
Procedura de reducere a schemelor funcționale complexe poate fi prezentată sub forma 
următorului algoritm: 

1. Se combină toate elementele legate în serie. 

2. Se combină toate elementele legate în paralel. 

3. Se combină toate buclele interioare(secundare). 

4. Se deplasează punctele de sumare la stânga şi/sau punctele de intersecție la dreapta 
buclei principale, astfel încât să se obţină bucle interne. 

5. Se repetă punctele 1-4 până ce o formă canonică a fost obținută. 

6. Se repetă punctele 1-5 pentru fiecare intrare a sistemului. 

Exemplificarea acestui algoritm este prezentată în fig 2.18. 


f 1-H, H,G ii 


Fig 2.18 
H: H(H;+ H4) 
- + 
unde Ho()=— EMG -= HAA E) (2.66) 
q4 Fra (Hat H4) g, 17H H:Git HıH:(H;+ HG: 
1-H:H:G;ı 
2.2.2.5. Calculul funcției de transfer pentru elementele tip 
ale sistemelor de reglare automată. 
Pentru un element proporțional definit prin relația : 
yO=kut) 
aplicarea transformatei Laplace duce la 
Y(s)=k;U (s) 
iar funcția de transfer are forma: 
Y(s) 
H(s) = —-=KĶ 2.67 
(s) Ue É (2.67) 


Procedând în mod similar se obțin funcțiile de transfer pentru elementele tip ale 
sistemului de reglare şi anume: 


-Element cu întârziere de ordin întâi 
ecuaţia diferenţială: 
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dy 
T+ y= k Ul 
d; Y= k UW 
funcția de transfer 


H(s) = 


° 2.67 
Ts+l ( ) 
-Element de ordin doi(armonic) 

- ecuația dijerenpiald; 
dy) A 
dr 
- funcția de transfer 


koo} 
H(s) = 2.68 
6) s?+2E0,stoa a iu, 


ZO + ai D= tocit) 


-Element cu întârziere de ordin doi 
-ecuația diferenţială: 


PIO serr O 
dr 


TıT? + y(t)= Kou(t) 


- funcția de transfer 
H(s)= Bs 


(Tis +1)(T2s +1) 


(2.69) 


-Element cu timp mort 
- ecuația diferențială: 


yO =uft-T) 
- funcția de transfer: 
H(s)= e“ (2.70) 


-Element de întârziere cu timp mort 
- ecuația diferențială: 
dy 
T-—+y= Kou(t-7) 
dt i 
- funcția de transfer: 


H(s = (2.71) 


-Element de întârziere de ordin doi cu timp mort 
- ecuația diferențială: 


d x(O o 


TıT2 +(Tit To) + y(t)= Kou(t- 7) 


- funcția de transfer: 
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Ko e? 


H(s) = 
(Tis +1)(T28s +1) 


(2.72) 


-Element de anticipație de ordinul întâi 
- ecuația diferențială 


yp- 220) a 


+u(t) 


- funcția de transfer: 
H(s)=Ts+1 (2.73) 


-Element de anticipație de ordinul doi 
ecuația Guerra e 


„(= d a 


funcția de VER i 
H(s)=s7+2Ea,s+to2 (2.74) 


+o u(t) 


R 


- Regulator PI 
- ecuația diferențială: 


u0)= Koet) + eta 
- funcția de transfer: | 
H(S) = K+) (2.75) 
ST; 
-Regulator PD 
de 
MOSKEE Ta i 


-Regulator PID 
ecuaţia diferențială: 


ESE EA 7,22] 2.17) 
T, dt 


2.2.2.6. Calculul răspunsului unui sistem pe baza funcţiei de transfer 
Pentru un sistem de ordinul întâi descris de ecuaţia 
r2® 
r + y(t)= kout) 
funcția D se determină cu relația: 
he) = > KoT 
funcția de transfer în A în care u(t)=65(t) este: 
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Pentru a obţine răspunsul sistemului se foloseşte transformata Laplace inversă: 


vØ=L" [Y9] =L" [H(s) + U(s)] (2.77) 
adică 
air Ko Ko $ 

t == 1 ea iată 

yŒ EA ep pe? 
Pentru o intrare treaptă unitară L/i i ]=1/s, răspunsul iii fiind: 
K K 

t 1[H(s)U i 2 J= 7/2 l- 

y@= L” [H(S)U(S)] = iit i ei dedu Kl j= Ko[1-e7] 


În cazul general când funcţia de transfer a sistemului este cunoscută şi dată sub forma : 
Hg- De ao te Di apt +... + by 
ans” tapis" DIR, + ao 
pentru aplicarea transformatei Laplace inversă în vederea determinării răspunsului sistemului 
la o intrare dată, este necesară dezvoltarea în sumă de fracții simple a funcţiei. 
Pentru un sistem a cărei funcție de transfer are n poli reali simpli şi intrarea este o 
treaptă unitară, funcția de ieşire poate fi pusă sub forma : 


bsi 
i n Cy 
yo S j (2.78) 
sa z T 
0 


iar răspunsul sistemului se calculează cu relația: 
C 
y@= L"/Y6)]=> L a Z4 n e Cat Cue” (2.79) 


unde Coir, Cu, Cai, ce.. Ca sunt E a RE Say Reziduurile funcției Y(s) se 
calculează cu relația: 


Cur (S+ p) YO) |s- (2.80) 
Dacă o funcție complexă F(s) are un număr p; de poli multipli de ordin de multiplicitate ni, 


adică: 
m 
2 bss 
s r Mi 


F(3)= = sy <L (2.81) 
T[6s+p)" i a d, 
i=] 
reziduurile acestei funcții se calculează cu relația : 
I1 qa” | 
Ca = —— [(s+ D'eF(s 2.82 
= Tae l6* pie FO) (2.82) 


s=—Pi 


Exemplu: 
Să aflăm transformata Laplace inversă pentru funcția F(s)=1/(s+1 )(s+2); 
funcția F(s) are un pol TER de ordin 2 şi un pol simplu s=-2 deci : 


_ Cr Ca 
di di (s+2) Ze 0 aaa) 


C11, Cu» se calculează cu relațiile: 
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Ă d 2 1 1 
C„(î=1,k=1,n;>2): Cu5— (6+1 ——————— =-——— =] 
ud n ) 11 A m E 6+27 
Cpi=1,k=2,n;=2):C -T ANI ARE E 
12 > Ni . 12 (s+1)(5+2) ISI s+2 
C2; se calculează cu formula (2.80) 
i= 2;p.>2: Ca=(s+2)( i ) =] 
s Pi . 21 (5+1)(5+2) RE 
deci: 
j =i 1 1 l —t =t -2t 
L [F(9]=L [ ]=-e" +te" +e 


+ + 
s+2 (s+1)? s+2 


2.2.2.7. Calculul erorii în regim staționar cu ajutorul funcției de transfer. 


Eroarea sistemului în regim staționar es se poate obține direct cu ajutorul funcției de 
transfer a sistemului deschis H(s) în condiţiile în care reacția este rigidă. Pentru sistemul din 
fig (2.19.b) funcția de transfer a sistemului deschis Hd(s) în condiţiile în care reacția este 
unitară poate fi pusă sub forma generală: 

H(s)= K Pu(S) 
s” P28) 
unde K reprezintă factorul de amplificare al căii directe, a reprezintă numărul de poli în 
origine ai funcției pentru calea directă, iar polinoamele P,(s) şi P2(s) au ultimul termen egal cu 
unitatea. 
Această expresie se obține dacă plecând de la forma generală : 

Hg) = Drs” Digi t. tbo 

dns” tanis"! + aes + ao 
scoatem factor comun bg'ao=K este factorul de amplificare al sistemului deschis şi deci vom 
avea : 


(2.84) 


(2.85) 


SS S 
H(s)= bo bo bo = bo P.(S) =K P.(S) (2.86) 


+] % P»(5) P»(5) 


ao An n Ani pl TE 
do do 

Dacă H(s) are un pol multiplu de ordin a în origine (P2(s) are rădăcină multiplă de ordin a 

s=0) atunci: 

bo 

da 

Valoarea a defineşte tipul sistemului. Astfel sistemul definit în fig (2.19,a) este de tip 0 (a=0) 

cel definit în fig (2.19,b) este de tip 1 (a=1), iar sistemul definit în fig (2.19,c) este de tip 2 

(a=2) 


K= 
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Ținând seama de tipul sistemului şi de tipul funcţiei aplicate la intrare, pornind de la 
expresia (2.83) a funcției de transfer a sistemului deschis se pot defini coeficienții de eroare în 
regim staționar a sistemului. 


10 Y(s) U(s)+ E 
ó ŞI (5+1)(52+25+2) F F s( s4&28+2) i 


a b) 


Fig. 2.19 


Pentru intrarea treaptă unitară se defineşte coeficientul de eroare de poziție Kp sub forma : 


K P9) _ KPu(0) — K  pentrua=0 
â = P»(0) (2.87) 
s” Pa(9) 00 pentrua > 0 


K,=lim, 


>0 
iar eroarea în regim staționar pentru intrare treaptă unitară se defineşte astfel 


E (00)= Es=l-y(0)=1-Yst (2.88) 
sau aplicând teorema valorii finale: 


lim, f)= lim, „ SF) 
e(œ) = lim, > et) = lim, o [se(s)] 
unde e(s) reprezintă transformata Laplace a erorii sistemului care se poate calcula cu formula : 


(2.89) 


ERE = 1 
el(s)= THG U(s) RP) i K TO U(s) (2.90) 
s“ P265) 


s-a ținut cont că: 


e(s)=U(s)- Y(s)=U(s)- H(s)e(s) > e(s)= 


1+ H(s) a. 


Pentru un sistem cu a=0 şi cu reacție rigidă(unitară), eroarea în regim staționar este : 


E, lim os . SENE AST (2.91) 
i | pu BO |s I+K, 1+K 
P»(s) 


Pentru intrarea rampă unitară se defineşte coeficientul de eroare de viteză : 


0 pentru a =] 


K Pu(5) _] KPu(0) pe pentru a=] (2.92) 


s“! P2(5) P2(0) 
00 pentru a >] 


K,> lim o sSH(s)= lim, 


iar eroarea de regim staționar pentru un sistem de tip 1: 
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; 1 1 _ 1 a 
e, =lim „| s — |>= 2.93 
si s—0 1 EPO Ki K, K ( ) 
s P2(S) 


Coeficientul de eroare de acceleraţie se defineşte pentru un sistem cu reacţie unitară la 
intrarea căreia se aplică o funcţie parabolă unitară u(t)=t°/2. 


0 pentru a = 0 
SIE Ba SE 4 


> T? P(S) | P2) 
00 pentru a > 


Ka=lim, [s7H(5)] = lim pentru a = 1 (2.94) 


iar eroarea de regim staționar pentru un sistem de ordin 2: 


d 4 = lim,» l SE SS (2.95) 
1K PO s ER Ka K 
s’ Pa(5) P2(S) 

Cunoaşterea coeficienţilor de eroare uşor calculabili din funcţia de transfer a 
sistemului deschis permite calcului erorii în regim staționar, respectiv aprecierea preciziei 
sistemului în regim staționar. 

Rezultatele obținute pentru sistemele cu reacție unitară pot fi extinse şi la sistemele de 
reacție neunitară însă stabilă astfel : 

Dacă H(s) reprezintă funcția de transfer a sistemului real, iar H;(s) reprezintă funcția 
de transfer a sistemului ideal (care realizează ieşirea dorită) eroarea se obţine ca diferență 
între cele 2 mărimi Y;(s) şi Y(s) obţinute la ieşirea sistemelor cu funcțiile de transfer H;(s) şi 
H(s) vezi figura (2.20). 


E = lim o se(s)= lim, | $ 


Yis) 


Fig. 2.20 


Eroarea de regim staționar se calculează în acest caz cu relația : 
Ex > lim, po [se(5)] = lim, o SL Y: (8) - Y(3)] = lim, sU(S)/H,(s)- H(5)] (2.96) 
iar coeficienţii de eroare sunt definiți astfel : 


1 

Kp> pentru intrare treaptaunitara 

Limo [H,(s)- HG) 
1 
Kv = 7 pentru intrare rampaunitara (2.97) 
lim, o AH - H(s)] 
1 . , 
Ka pentru intrarea parabolaunitara 


lim, o L [H0 - HØ] 
S 


Ținând seama de relația anterioară şi de definirea coeficienţilor de eroare K’p, K’y şi K’a 
eroarea staționară pentru un sistem cu reacție neunitară se calculează cu formulele : 
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1 i E 
Es, > —— - pentru intrare treapta unitara 
p 
Eu > — -pentru intrare rampa unitara 
v 
Eu — -pentru intrare parabola unitara 


a 

Pentru a stabili o relație între coeficienții de eroare în general, K’p K’v, şi K’a şi 

coeficienţii de eroare pentru sistemul cu reacție unitară, considerăm că sistemul dorit (ideal) 

are funcția de transfer egală cu unitatea H;(s)=1, iar sistemul real are reacția unitară 
Ho(s)=H(s)/1+H(s). Ținând seama de definiţia coeficienţilor de eroare, se obține : 


K~ 7 =]+lim, „o H(s)=1+K, 
lim SEEEN 
s—>0 [THG 
] ; 
K,= 7 7 = lim o sSH(5)= K, 


Mo RIETER 
s 1+ H(s) 


51 
DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR 


2.3. Analiza în domeniul timpului a sistemelor netede 


2.3.1. Calculul răspunsului sistemelor netede 


Modelul matematic intrare-ieşire este: 

y™ +a, y" +... + ay =b, U™ +b, u +...+b-u (2.98) 
considerând o evoluție oarecare (cunoscută) a semnalului de intrare u(t), a face analiza 
sistemului descris de ecuația (2.98) presupune cunoaşterea mărimii de ieşire atunci când u(t) 
are evoluție cunoscută, adică determinarea soluției y(t) a ecuației (2.98) 

Această soluție are două componente: 


yO =y AO+y; W) (2.99) 
yı(t) este răspunsul liber (soluția ecuației omogene), răspuns dependent numai de proprietățile 
interne ale sistemului; forma generală a lui y(t) este: 


yAO=F ce” =h(0) (2.100) 
i=l 
unde p; sunt soluțiile ecuației asociate omogenei: 
p"+ ap +...+a=0 (2.101) 


Soluţia de regim forțat, dependentă atât de proprietățile interne ale sistemului cât şi de 
funcţia de intrare (coeficienţii bo, bi, ..., bn) poate fi calculată utilizând metoda variației 
constantelor sau aplicând produsul de convoluţie. 

Prim metoda variaţiei constantelor: 


y(0=n(0-e” (2.102) 
unde 7;(t) sunt funcții ce trebuie determinate din condiția ca yp să satisfacă ecuaţia (2.98). 
Aplicând produsul de convoluţie real pe un interval finit ş0., ooţ: 


y,(0= f h(0)-u(t=o)do = f h(t-o0)-u(o)do (2.103) 
0 0 
Soluția generală va fi deci: 


yO =F ce” + fht -0)-u(o)do (2.104) 


Pentru ca soluția să fie unic determinată este necesar ca să determinăm constantele ci 


y0.) =X cy, 0) y40) 


y0) =$ cyi 0+ y; 0 (2.105) 


y” 0) =% ay OyO 


i=l 
Considerăm o evoluţie oarecare (cunoscută) a lui u(t) (figura 2.21.a); cunoaştem toate 
valorile u(t) atât pentru t<0 cât şi pentru t>0. Dacă u(t) este cauzal, u(t) = 0 pentru t<0 şi 
u(0)= 0. 
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Pentru determinarea constantelor c; din relaţia (2.105) este necesară cunoaşterea a n 


u y(t) 


Fig. 2.21 


Dacă valorile lui y(t) pentru t<0 (y(0)) pot fi determinate din evoluția anterioară a 
sistemului (aşa numita preistorie a sistemului) valorile y(0+) nu sunt în general cunoscute 
(linie punctată în figura 2.21.b) ele trebuind să fie determinate plecând de la 
y(0),y?(0),....... y®™P(0) şi de la discontinvitățile în origine ale lui u(t) şi ale derivatelor 
acestuia. 


2.3.2. Utilizarea transformatei Laplace pentru calculul condiţiilor inițiale 
convenţionale ale sistemelor netede. 


Aplicând Laplace în sens distribuţie ecuația (2.98) şi ținând seama că 
LIDf (s)] = sl f (t)- f (0)] obţinem: 


s"Y(s)— [s y(0_)+s™°y'(0_)+...+ y" (0_)]+a, as" Y(s)— a, [s"°y(0_)+ 
+s" y'(0_)+...+ yC (0_)]+... +a, sY (s)— a, y(0_)+a,¥ (s) = b„s"U(s)- 
-b [s"u (0_)+ s"u (0_) +... +u (0_)] +b, sU (s)- b, [s"°u(0_)+ 
+s”u'(0_)+...+u"? (0_)]+...+ b [sU (s)—-u(0_)]+b,U (s) 
Din relația (2.106) rezultă: 
F(s, y(0_),y'0_)..y"? (0_),u0_),u'(0),. u" 0) 
S” +a, St +...+ao 


(2.106) 


Y(s)= H(s)-U(s)+ 


(2.107) 


Pentru sistemele care pleacă din repaus y(0_)=...= y" (0_)= 
=u(0_) =... =u" (0_)=0 , relaţia (2.107) devine: 
Y(s)= H(s)-U(s) (2.108) 
Aplicând transformata Laplace inversă în relația 


y(t = LI[H(S)U(s)]= fna -o)u(o)do (2.109) 


Dacă am fi aplicat transformata Laplace în sensul funcţiilor: 
LI f (s)]= sF(s)- f (0,) (2.110) 
am fi avut nevoie de cunoaşterea condiţiilor iniţiale la t = 0+ în general nenule. 
Dacă momentul t = 0 y şi u sunt nenule, din relaţia (2.106) obţinem: 
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H(s5):U(s)+y9(s" +a, s"? +...+a,)+ m [s +a, s +...+a,]+ 
S 
(0) l 
Patya E O pgh at pb] Ob aata (2.111) 
P(s) P(s) 


Y(5)=H(5)-U9)+| FH, 700 SH ) = H5)-US)+ Hs) 2112 


unde 


= b, -s 
T B 
Pentru calcularea răspunsului în timp aplicăm transformata Laplace în relația (2.112) 
şi obținem: 


Y (s) = ht- Dude +h, (t) (2.113) 


integrala de convoluție reprezentând evoluţia ieșirii determinată de mărimea de intrare pentru 
t > 0, iar ho(t) = L '[Ho(s)] reprezintă evoluţia ieșirii determinată de valorile nenule a lui y(0.) 
şi u(0.), adică componenta datorată preistoriei semnaului. 


2.3.3. Determinarea condițiilor inițiale. 


Evoluția mărimii de ieşire la momentul t = 0 cere cunoaşterea mărimilor y,y™®, ...,y®” 


(datorită aplicării unei noi cauze) cu valori inițiale la t = 0, care se cunosc din evoluția 
anterioară a sistemului. 

Teorema valorii inițiale a transformatei Laplace permite determinarea condițiilor 
inițiale la t = 0, a mărimii de ieşire şi a derivatelor acesteia, fără ca y(t) să fie cunoscut. 


Considerând m = n, ecuația (2.106) poate fi sub forma: 
n-l n-2 


Y(s)= H(s)-U(s) + T [y(0_)-b,u(0_)]+ E [y'(0_)+a,,y(0_)-b,u'(0_)- 
-b u0] +y" 0) +a, y0). a. y(0_)-b,u (0) - (2.113) 


P(s) 
-bapu (0_)+...+bu(0_) 


Aplicând teorema valorii inițiale în relația (2.113) şi presupunând că: 


U(s)= u0.) 
s 
se obține: 
y(0,) = limsY¥ (s) =b,u(0,)+ y(0_)-b,u(0_) (2.114) 
sau sub o altă formă 
Ay(0) = b,Au(0) (2.115) 


unde: Ay(0) = y(0,)- y(0_);Au(0) =u(0,)-u(0_). 
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Pentru derivata întâi rezultă: 
y'(0,)= limsL[y(0)]= limstsY(s)- y(0,)]= 


nfs H(S)U(s)+ - KO) -buoh YO )+a, yO )-bu (0 )-bu0 )}+.. -s0) = 
i Ps) Ps) 


=linţH(s)slsUs)—ut0,)] intro) < O)-bu(0,)+b,0) -h0 H0] + 


5) 
+y0) +a (0) —bu(0.) —b, i(0.)] ză 


n+l n n+l n+l 
=b,u'(0,) rimo | usb Ba S laimo] > -s|+ 
s>% P(s) P(s) | s> P(s) 
[y'0_)+a,„y(0_)-b,u'(0_)-b,u(0_)] 
Rezultă: 
y'(0,)=b,u'(0,)+b,u(0,)-a,1y(0,)+ y'(0_)-b,u'(0_)-b, u(0_) 
sau, sub o altă formă: 


Ay'(0)+a„Ay(0) = b,Au'(0) + b, „u(0) (2.116) 


În relaţiile anterioare s-a scăzut şi s-a adunat termenul sH(s)u(0+). Continuând calculele şi 


pentru celelalte derivate se obține sistemul: 
Ay(0) = b,Au(0) 
a,_,Ay(0) + Ay'(0) = b, ,Au(0) + b,Au'(0) 


pe Poul eat a aaa ea pasta aa n asa a (2.117) 
a,Ay(0) + a,Ay'(0) + ...+ Ay" (0) = b Au(0) + b„Au'(0) +... + b, Au” (0) 
sistem care are n ecuații şi n necunoscute (Ay(0), Ay'(0),..., Ay" (0)). 
Pus sub formă matriceală sistemul (2.117) are forma: 
1 0 0 ... 0| | Ay(0) b, 0 0 ... O|] Au(0) 
Gu 1 0 ... O| Ay'(0) b, b, 0 ol | Au'(0) 
ano ami loo Op a lu a n aa aA (2.118) 


a a a .. li jayC®(o |b b, b, ... blAu”!(0) 
care, datorită faptului că matricea diagonală cu coeficienţii a; este inversabilă, are soluția: 


=l 


Ay(0) 1 0 0.. O |b 0 0 ... 0|| Au(0) 
Ay'(O) | aaa 1 0 -.. 0| pu, b 0 ... off AO 
1. 0) - N De (2.119) 


Ay VO la a a ... 1| |b b, b, .. Bi |AuC™® (0) 
Cunoscând y(0_),y'(0_),... yP (0_) din preistoria sistemului cu (2.119) se 


determina condițiile convenționale inițiale cu: 
y®(0,)=Ay® (0) +y” (0_) (2.120) 


pot 
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Când u(t) prezintă puncte de discontinuitate cu salturi, Aug, Au/,..., AY”, finite, rezolvarea 


ecuaţiei (2.98), sau simularea pe calculatorul numeric a sistemului corespunzător, trebuie să se 
facă pe intervale de continuitate (calculatorul nu poate prelucra distribuții Dirac). Pentru 
fiecare început de interval de continuitate trebuie să se determine condițiile inițiale 
convenționale după procedura prezentată. 


2.3.4. Răspunsul la impuls. 


Considerăm un sistem a cărei funcţie de transfer este H(s), şi aplicăm 
acestui sistem o intrare impuls unitar. 
Imaginea răspunsului va fi: 
Y(s)= H(s)U(s)= H(s)-1 (2.121) 
În relația (2.121) s-a ţinut cont că: Lşâ(t)ţ = 1 şi sistemul fiind cauzal condiţiile inițiale 
pentru t < 0 sunt nule. 
Aplicând transformata inversă în relația (2.121) obținem: 


yt) = L'[H(s)]= h(t) (2.122) 
ceea ce arată semnificația fizică a funcției de transfer. Funcția de transfer reprezintă imaginea 
răspunsului la intrare impuls unitar. 

Din relația (2.121) rezultă de asemenea: 


YO =L'KO]=L HOUS)]=L'HOASs)]=h: ô= f ht—7)ăĂLdr = he) (2.123) 


unde s-a ținut cont de definirea lui (t): 


50 = O0,tz0 
Îue=0 
În cazul general rezultă: 
y(D = (h-u)t = f h(t- Du(oar (2.124) 
0 
Definiție 


Se numeşte funcție pondere sau distribuție pondere şi se notează h(t) unui sistem la 
impuls unitar, răspuns ce reprezintă originalul corespunzător funcției de transfer: 
h(t) = L'[H(s)] 

Se numeşte funcție pondere datorită rolului jucat de aceasta în calculare răspunsului 
unui sistem la o intrare oarecare cu relația (2.124). 

Funcţia pondere se bucură de proprietăți remarcabile şi anume: 

1. Pentru t< 0, h(t) este nulă; această proprietate rezultă din faptul că 
semnalul &(t) este cauzal iar sistemul se consideră în repaus la aplicarea acestuia. 

2. Pentru t> 0, h(t) va trebui să satisfacă ecuaţia (2.98); aplicând 
derivarea în sens distribuţie obținem: 


D"[h(09]+ a,.D”"[h(0]+...+ ahlt) =b,D”[5(0]+ b, D [EO]... +b, 8O) 


Aplicând transformata Laplace rezultă pentru t > 0: 
(a,s" + as" +... +a,)H (8S) = b s” +b, s" +...+ b, 
relație care ținând cont de modul în care a fost definit H(s) devin indentitate. 
3. Pentru t> 0 funcția pondere reprezintă soluția ecuației omogene: 
h(t) +a h+... +a ht) = O0 
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această proprietate rezultă din faptul că pentru t > 0, 5(t) = 0, h(t) obținut astfel este o funcție 
continuă şi infinit derivabilă, funcţie ce apare ca o combinaţie de exponenţiale. 

4. În cazul m < n-1, h(t) nu conţine distribuţia Dirac şi derivatele sale 
se pot calcula condițiile inițiale convenționale pentru t = 0+, aplicând teorema valori finale a 
transformatei Laplace: 


bpas Foa bou tbo _ 


n-1> 


h(0,) = lim sH (s) = lim 
see s>0 s” +a, aS" +... + ao 


n 


bs" nlg, 
h'(0,) = lims[sH(s)-h(0,)] = lim s Pas t 2 Ma aur a 2 
so s>% | s” +a, SF +9 


E E Ae „a 

dă: ai b, > api 
bı 1 0 1 
b> a 1 0 
h™(0,)=ẹb,; a, a 0 
b, a a, a, 


5. Pentru t > 0, h(t) va avea loc forma: 


q ni 
KO-y yor e" (2.125) 


i=l k=1 


] Î(s-z 


H(s)=k- 2 
Ics- pi)” 


constantele cik se calculează cu relațiile prezentate anterior ca reziduri ale funcției în poli. 

Din relația (2.124) se observă că răspunsul unui sistem la o intrare oarecare la un 
moment dat, depinde atât de valoarea intrării la momentul respectiv cât şi de evoluția acestuia 
până la un moment considerat. Istoria evoluţiei intrării va influenţa răspunsul cu o pondere 
dată de funcția pondere. Se poate considera aceea funcție pondere ca o memorie a sistemului 
monovariabil, memorie care se manifestă numai în prezenţa mărimii de intrare. Răspunsul la 
impuls se poate obţine experimental (în mod aproximativ) aplicând sistemului la un semnal de 
o amplitudine cât mai mare (dar care să poată fi suportat de sistem) şi de o durată cât mai 
mică, dar care să aibă o energie suficientă astfel ca să reacționeze printr-un răspuns la ieşire. 


s-a considerat H(s) sub forma: 


2.3.5. Răspunsul indicial 


Considerăm o intrare unitară o(t) aplicată unui sistem aflat în repaos. 
Ținând cont că: 


o(s) -2 


Vom obţine imaginea ieşirii sub forma: 
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H a9 


Y(s)= H(S)U(s) = (2.126) 


Definiție: 
Se numeşte răspuns indicial (funcție i ada şi se notează cu w(t) răspunsul unui 


Din relaţia (2.126) rezultă: 
w(t) = L'[H(s)o(s)]=(h-o)t)= în -= 7)dr = fhar (2.127) 


ŞI 
H Ao 
w(s) = 
Proprietățile răspunsului indicial sunt aiik funcției pondere şi anume: 
1. Răspunsul indicial este nul pentru t<0, această proprietate derivând 
din faptul că un sistem cauzal nu poate răspunde anticipat la o intrare treaptă. 
2. Răspunsul indicial w(t) satisface ecuația (2.98) pentru t>0 atunci când semnalul de 
intrare este o(t). Aplicând derivata în sens distribuţie în relația (1), obținem: 
D” [wt) +a, D '[w(0)+...+ a,(09]=b,D"[o(0]+...+ byo(t) 
şi aplicând transformata Laplace obținem: 


(2.128) 


1 
(s" +a, s™ +... +a,)W(s) = (b s" +b as" +...+b,)— 
s 


relație care devine identitate atunci când ţinem cont de relațiile (2.128) şi de modul de definire 
a funcției transfer. 
3. Răspunsul indicial pentru t>0 se obține ca soluție a ecuației neomogene: 
w” (t)+a, w" (t) +...+ a =b, (2.128) 
acest lucru rezultând din definiția lui o(t). 
4. Legătura dintre răspunsul la o intrare oarecare şi răspunsul indicial 
Derivând obține: 


h(t) = Ewo (2.129) 


tinând cont de proprietățile transformatei Laplace şi ale distribuțiilor din (2.129) 
obținem: 
H (s) = sw(s) = LIDlw(s)]] 
şi h(t) = (Dw: 8N) = (w: DS)(t) 
Răspunsul la o intrare oarecare se va putea scrie ca: 
Y(t) = (h -u)(t) = (Dw -u X(t) = (w- dô -u)(t) 
ŞI: 
y(t) = Di(wxu0)]= £ f w(t - Du(57)dr (2.130) 
tinând cont de formula de derivare a relației: 


PO= f fedr 


ca fiind: 


PD [0 par + fen RO pe, DR 


obținem din (34) 
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Y(t) =w(0, u(t) + f w'(t-r)ju(r)dr (2.131) 


5. Pentru m<n răspunsul indicial nu conține funcția pondere şi derivatele acesteia; 
condițiile inițiale convenționale pot fi calculate cu relațiile: 


b, 1 0O.. 0 0 
bai ay Lo | 0 0 
WOOD (2.132) 
b a a nm 0 0 
b a a, a, 1 
b. dy @p ea aga Api 


Cu aceste valori inițiale se pot determina constantele C; din soluția generală a ecuației 
şi funcția treaptă: 


wt) =L E bo olt) +5 S kte (2.133) 
i=l j=l 
unde: 
gi= 
k; ane fe s-4⁄;)" zo) 
(9, = LLa s 
(2.134) 
Componenta permanentă a răspunsului indicial este: 
w,(t)= bo = H(0) (2.134) 
a 


0 
Răspunsul indicial se poate obține cu o bună aproximare aplicând un semnal impuls 
dreptunghiular cu o durată suficient de mare ca să se ajungă la regimul staționar şi o viteză 
foarte mare a frontului. 
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2.4. Analiza în frecvenţă a sistemelor netede 


2.4.1. Transformata Fourier 


Amintim că dată fiind o funcție periodică f (t) cu un număr finit de discontinuități de 
speța I, şi un număr finit de maxime şi minime, atunci această funcție poate fi descompusă în 
serie Fourier conform relaţiei: 


f(0= X a, sin kø,t + 5b, cos kogt 
k=0 k=0 


(0 =b, + Ya, sinkogt+ $b, cosko,t (2.136) 
k=0 k=1 
unde: 


b= | rod 


a, => | F(Dsinkostde 


b, => | f (t) coskø,tdt 


op şi T fiind pulsația respectiv perioada semnalului inițial iar bọ fiind valoarea medie a 
acestuia. 
tinând cont de formulele lui Euler: 


| pg la e aa a 
sina = ———— ; COSA 2 
2j 2 


seria Fourier din relația (2.136) se transformă în seria complexă: 
f(0)= Jaen 
k=—%0 


unde: 


Za, 1 h — Jjkoot 
=] fe 


ținând cont că sinkawt şi coskayt au aceeaşi pulsaţie, relaţia (2.136) se poate scrie sub 
forma: 


f(0=b,+ SA, sin(kot+ 9,) 
ket 


unde: 


A, =4a; +b; 


şi 
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p, = arctan = 
a, 
Indiferent de forma în care este scrisă seria Fourier, ea tinde la f (t) pentru orice t 
pentru care f (t) este continuă, şi tinde la valoarea medie a saltului f (t) pentru valorile lui t 
pentru care f (t) este discontinuă. 


Considerăm acum o funcție continuă neperiodică f (t) şi o funcție obținută prin 


l T.T 
repetarea lui f (t) între — ZI ŞI 7 pe care o notăm f (t). 


f(9 FO 
i ana AER SI i 
AT: T SE T T SI. 
p) 2 2 2 J 2 
Fig. 2.22 


Unde funcția TO este periodică cu un număr finit de discontinuități de speța 1, deci 
poate fi descompusă într-o serie Fourier astfel: 


FO = S ceto (2.139) 


27 E it Be ; ; . A 
unde o, = F este pulsația lui f(t), sau notând cu Aø distanța dintre două frecvențe vecine 


din spectru, în cazul nostru fiind ap Te rezultă expresia: 


=00 


TO= 2 e” Ag (2.140) 
unde: 
l —jkogt 
=] j7 (e ode 
sau 
= | FOe dt (2.141) 
Notăm cu 
F(jo)=Te, (2.142) 
şi rezultă: 
Pea (00), (2.143) 


AO 27m 
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Înlocuind relația (2.143) în relația (2.140), obținem: 
~ k=% E 
FO = Y Fjo Ao (2.144) 
k=—00 


Dacă facem că T — œ atunci HO — f(t) iar distanţa dintre două pulsații vecine 
AO — 0, spectrul de frecvență devine continuu, relațiile (2.142) şi (2.144) devin în acest caz: 


F(jo)= Í pede (2.145) 


l [i . jot 
(O= = F Ue do (2.146) 


unde am notat: kæ = o. 

Relaţia (2.145) defineşte transformata Fourier a unei funcţii continui, iar relația 
(2.146) defineşte transformata Fourier inversă sau integrala Fourier. 
După cum se poate observa transformata Fourier a unei funcţii se defineşte în mod identic cu 
transformata Laplace unde s = jæ. Din această cauză proprietățile transformatei Laplace se vor 
păstra şi în cazul transformatei Fourier. 


2.4.2 Teorema eşantionării (Shanon) 


Fie o funcţie f (t) continuă, cu un număr finit de maxime şi minime, şi un număr finit 
de discontinuități de speța I(deci care admite transformata Fourier). Considerăm că f (t) este o 
funcție de bandă limitată, adică spectrul de frecvenţă al acesteia este limitat la o frecvență de 
pulsație œ, adică F[f (] = Fo) = 0 pentru oricare œ > œ.. Eşantionăm acest semnal cu o 
frecvenţă a cărei perioadă este T. Semnalul eşantionat rezultat va fi: 


f O= b f(KT)S(t — kT) (2.147) 
k=0 
Aplicând transformata Fourier în relația (2.147), obținem: 
F'(jo)=> f(kD)e (2.148) 


—kTs 
3 e 
s=jo 


S-a ţinut cont că: F[S(t—KT)]= L[5(t—kT)] =e" Funcţia F(j) pentru o 


s=jo 


cu 


ppe ; 1 
€ ş-oo,coț repetă aspectul lui F (jæ) în intervalul (r = Do <ø@< (r + Do, A 


27 
a 
Pentru a arăta acest lucru vom considera F “g œ) şi F |j(o + nor)] astfel: 
F'Lj(o, + no, )] #; pa f (KT) T Oton) 2 >. f(kT)e e 
k=0 k0 
S-a ţinut cont că: e Thor =e TT = eo? =]. Deci 


F'lj(o, +no.)]=> f(kT)e"* = F'(jo), ceea ce era de demonstrat. 


k=0 
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Dacă f(t) este banda limitată, spectrul ei de frecvenţă arată de exemplu ca în fig. 2.23. 


F(a) F'(o) 
O. O. to W 
-3 @r/2-0e -3 Orpt @e 3 Oro 3 Ort O 
Fig. 2.23 Fig. 2.24 


Dacă frecvența de eşantionare este mai mare decât dublul frecvenței de tăiere: 
or > 2@e, atunci spectrul de frecvenţă a lui f (t) va arăta ca în figura 2.24, astfel spus, spectrul 
de frecvență al semnalului eşantionat este complet caracterizat de spectrul semnalului 
continuu şi se obţine prin repetarea acestuia. Dacă or > 24. atunci spectrul semnalului 
eşantionat obținut prin adunarea spectrelor în intervalul ş- o, acţ va arăta ca în figura 2.25. 

Se observă apariția suprapunerilor în jurul pulsaţiei cp ceea ce face ca spectrul 
semnalului eşantionat să nu mai fie identic cu spectrul semnalului continuu. 


Fo) 


Fig. 2.25 


Teorema Shanon: Dacă un semnal f (t) este de bandă limitată (adică nu conține frecvenţe mai 
mari de œe), atunci acesta este complet caracterizat de eşantioanele lui luate cu frecvenţa or 
dacă este îndeplinită condiţia: or > 2. Dacă nu este îndeplinită această condiție, prin 
eşantionare se va pierde din informaţia semnalului f(t). 

În practică se ia frecvenţa de eşantionare de 10100 de ori mai mare decât frecvenţa @. 


2.4.3. Răspunsul unui sistem liniar la o intrare sinusoidală 


Reprezentarea în frecvenţa a unui sistem se obţine prin aplicarea la intrarea sistemului 
a unui semnal sinusoidal de frecvenţă f = 4/27, care în cazul sistemelor liniare determină la 
ieşirea acestora un răspuns sinusoidal cu amplitudinea şi faza diferite de semnalul de la 
intrare. 
Vom considera un semnal u(t) = A-sinøt aplicat la intrarea unui element de ordinl. 
Ao 
U (s) EEE (2.149) 


rezultă că ieşirea sistemului este dată de: 
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Y(s) = H(s)-U (s) = ja tă, (2.150) 
Ts+1 s +ø 
Prin dezvoltarea în fracții simple se obține: 
L C C C 
a E E a E E E E (2.151) 


s+ s’ +o’ s+} s+jo s-jo 
Pentru t —> œ primul termen a cărui transformare inversă este e“! tinde la 0, deci mărimea de 
ieşire va fi determinată în regim staționar de ultimii 2 termeni. După evaluarea coeficienţilor 
vom obține: 

A A 


Y(s) = — SS SS | (2.152) 
2j(jo+D-(s-jo) 2j(s+ jø) (-Tjø +1) 
Aplicând transformata inversă avem: 
ei? .pia ei? . eia 
t) = L"[Y,(s)]= . 2.153 
Ya (t) [Y; (s)] A | F (2.153) 
eit e ia 
Din formula lui Euler, = =sinat , rezultă 
J 
y, © = A - sin(ot + 9) (2.154) 
Tjæ@+1 


unde: p= -arctgøt. 
In mod similar pentru un sistem de ordinul n a cărei funcție de transfer este H(s) se obține 
răspunsul staționar al sistemului la intrarea sinusoidală sub forma: 


îi | Au : srad anoji „gi e? pia 


2j(s- jo) -2j(s+ jo) 2j 
rezultă 
H(s)= A- |H(jøo)|-sin(at + p) (2.155) 
unde p = arg| H(jo)] 


Deci un sistem liniar stabil are la ieşire un răspuns sinusoidal când la intrare se aplică 
un semnal sinusoidal, acest răspuns fiind caracterizat prin vectorul H(jæ), al cărui modul este 
|H(o)| şi al cărui argument este o (0) = argH(jo). 

Dacă notăm B = A-|H(s)| atunci raportul dintre cele două amplitudini ale semnalului de la 
ieşire şi de la intrare este chiar modulul funcției de transfer a sistemului pentru s=j o. 

Astfel pentru aprecierea răspunsului în frecvenţă al unui sistem definit prin funcția de transfer 
H(s) se înlocuieşte s = jæ în expresia funcţiei de transfer şi pentru diverse valori ale pulsaţiei 
æ se determină modulul şi argumentul funcției Ho). 

Pentru analiza şi sinteza sistemelor automate în domeniul frecvenţelor sunt utilizate mai multe 
caracteristici de frecvenţă şi anume: 

- caracteristica amplitudine fază sau locul de transfer 

- caracteristica amplitudine pulsație 

- caracteristica fază pulsație 

- caracteristica reală de frecvență 

- caracteristica imaginară de frecvență 
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2.4.4. Caracteristica amplitudinii şi a fazei 


Este cea mai importantă pentru un sistem automat. Această caracteristică se trasează 
pentru sistemul deschis: 
H(jo)=|HUo)e O = Ao)e (2.156) 
H(jo) = A(o)[cosg(0)+ jsin p(0)]= Re[ H(jo)]+ j ml H(jo)] (2.157) 
Locul de transfer sau caracteristica amplitudine fază reprezintă hodograful vectorului Ho) în 
planul complex pentru valori ale lui œ cuprinse între -œ şi +00) conform graficului fig 2.26. 
Pentru exemplificare vom considera un sistem închis cu reacție neunitară a cărei funcție de 
1 


transfer a căii deschise este H (s) = . 
Ts+1 


Im 


Fig. 2.26 


Înlocuind s = jæ şi exprimând H(jæ) în formă polară: 


H(jo)= 


arg( arctan(œt)|H (s)| = (2.158) 


1 
jlo+l NT?o? +1 AJ 2 dp +1 
ŞI p(0) = —arctan(To) 

Pentru œ =0,o=1,o=oşiT=l 
H(j0) =1:(0") punctul a din figura 2.27 

1 
42 


H(jæ)= 0. (90°) punctul c din figura 2.27 


Pentru un sistem cu H(s)=1+Ts (anticipație de ordin 1) avem: H(jo)=1+ joT (figura 
2.28) şi: 


IH(jo) =Nl+o"T? 
(æ) = arctan oT 


Pentru un sistem cu H(s) = 1+Ts (anticipație de ordin 1) avem: Ho) = 1+joT (vezi 
fig 2.28) şi: 


H(jl) = -(—45") punctul b din figura 2.27 
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I 
l Re 
Fig. 2.27 Fig. 2.28 
IH(jo) =41+0°T? 
p(0) = arctan oT 
Pentru un sistem de ordin 2 
2 
O 
H(jo)= E 
Go) -0 +0? +2jé0,0 
sau 
H(jo)= 
cu modulul: 
iar argumentul: 
242 
p(o) =-arctan—— z 
© 
On 
În cazul general a unui sistem definit prin funcția de transfer deschis: 
mo BG) (2.159) 
s” P,(s) 


se determină mai întâi locul de transfer la frecvenţe care tind spre 0 şi spre o 
Inlocuind s = jæ obținem: 
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5 ' . m Li > m-l ra 
(jo) = a RU = Fa aa) AGO (2.160) 
jo” P(jo) jo” a (jo) tauţjo) +...+a(jø@)+1 
Pentru a calcula asimptotele locului de transfer vom calcula limitele expresiei (2.160) pentru 
O> D. 


lim H(jo) = lim—— „Ca 
oa. o> (jø) P (jø) 
K QUo) 


şi lim H(jo) = lim — - 
aci (jo) Q.(jo) 
unde 0 = a + n-m; Qi) şi Q2(jo) sunt polinoamele obţinute prin împărțirea cu b (jo) şi 
b' 


a'-(j) a polinoamelor P.(jo) şi P-(jo), iar K'=K-— 


f 
n 


2.4.5. Caracteristici de frecvenţă în reprezentare logaritmică 


Aceste caracteristici sunt şi caracteristici Bode şi sunt caracteristici amplitudine- 
pulsație şi fază-pulsaţie care au pe abscisă logaritmul pulsaţiei. 
Reprezentarea logaritmică simplifică reprezentarea acestor caracteristici pe de o parte datorită 
faptului că logaritmul transformă produsul în sumă (aşa cum vom arăta mai departe), iar pe de 
altă parte pentru că folosind o scală logaritmică se pot reprezenta uşor domenii de variaţie mai 
mari pentru & (ceea ce este necesar de multe ori). 
Amplitudine unei funcții de transfer se reprezintă în decibeli astfel: 

A(0) = 20 lg |H(o)| [dB] (2.161) 

Caracteristica amplitudine-pulsație reprezintă deci dependența amplitudini măsurată în 
decibeli de logaritmul pulsației. 
Caracteristica fază-pulsație, reprezintă dependenţa dintre faza şi logaritmul pulsaţiei. 
Pornind de la relaţia generală ce defineşte funcția de transfer a unui sistem deschis, admițând 
că are numai poli şi zerouri, simpli şi reali, expresia acesteia în domeniul frecvenţei(pulsaţiei) 
este: 
K(jo+z,Xjo+z,)...(jo+z,) 


H,(jo) EI PERI REEVES ERE IP ES 
(jo) Uo+ pXjo+ p-)..(jo+ p,) 


(2.162) 


sau punând în evidență constantele de timp sub forma: T, = = TS 13 „relația 2.162 devine: 
i k 
lI Zi m 
K:-—— [ [0+ joT,) 
1 


J [p 


Ha(jo)= 7 
Go] [0+ jor) 
Ka: joT,) 
sau H, (jo) = ——— = A(0)- e" (2.163) 


Go)“ |a+ joT,) 
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unde K, =— 


Prin logaritmare obținem: 


Alo) =201gH, (jo) = 201gK, + Y 20lgll+ joT,|- Y 2011 + jT,|-20lgo (2.164) 
i=l i 
ŞI 
po) = J argl+ joT)- J argll+ jar, )- a: (2.165) 
i=l il 
Deci prin logaritmare, produsul termenilor liniari de la numărător şi de la numitor se 
transformă în sumă. Argumentul reprezintă şi el o sumă întrucât fiecare termen se poate scrie 
sub forma: DE 
1+joT; = A(0)e” 
ținând cont de relațiile (2.164) şi (2.165) caracteristicile A(0) şi g(%) se pot obține prin 
însumarea caracteristicilor de frecvenţă a unor elemente simple, tip. 


2.4.5.1 Reprezentarea prin caracteristici a funcției de transfer a unor elemente tip. 


a) Termen proporţional de forma: Ho) = k 
- are amplitudinea A(%) = 20lg|H(o)] = 20lgk 
- şi argumentul (sau faza): 
, 0  |0,pentruk >0 
arg H (jo) = arctan— = 
k |-z,pentruK <0 


Caracteristicile sunt reprezentate în figura 2.29 


A[dB] olrad] 
20lgk 0 
lego —T 
Fig. 2.29 


b) Termenul liber la numărător: Ho) = joT. 
- amplitudinea: 


A(o) = 20lg|H(jo)| = 201gvo*T? = 20lgoT 
care este o dreaptă care trece prin punctul (o = 1.0) şi a cărei pantă o calculăm astfel: 


Considerăm intervalul de dublare a pulsaţiei (care se numeşte octavă); @=0;, a» = 20; 
A = a» — a şi rezultă panta: 


68 
TEORIA SISTEMELOR SI REGLAJ AUTOMAT 


20lga»T — 20lga.T = 201g2@T — 20lgaT = 20lg2 = 6dB/octavă 
sau considerăm intervalul în care creşte de 10 ori (care se numeşte decadă) şi avem: 
20lga»T — 20lga.T = 201g100T — 20lgaT = 201g2 = 20dB/decadă 


- argumentul: arg| H(jo)]= arcan £Z) = = 
caracteristicile sunt prezentate în figura (2.30) 
A[dB] plrad] 
t- 
2 
T 
Fig. 2.30 
c) Termen liber la numitor H(jæ@)= ii zi 
joT OT 


- amplitudinea: A(&) = 20 = = —20lgoT deci tot o dreaptă care trece prin (o = 1.0), 


Panta dreptei: -201g2 = -6dB/octavă 
-201g10 = -20dB/decadă 


A[dB] jadi 


lego 


- argumentul: 
| m 
p = arctan as =-— 


caracteristicile sunt reprezentate în figura 2.31 
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d) Termen liniar la numărător: Ho) = 1 +jTo. 
- amplitudinea: 


A(0)201g | H(0)|=20lgyv1+T'o? 
- argumentul: (œ) = arctanTo 
Caracteristica A(%) se trasează aproximativ prin asimptote, considerând 2 cazuri: 


1. Partea imaginară neglijabilă, T@ << 1 sau œ << 


2. Partea reală neglijabilă To >> 1 sau o >> = 


Pentru cazul 1 caracteristica unui termen proporțional cu k =1 deci A = lgl = 0 
Pentru cazul 2 caracteristica este A = 20lgT care este o dreaptă ce trece prin punctul 


o = 10] şi are panta 201g2/octavă, cele 2 drepte sunt reprezentate în figura2.32, a. 


Se poate defini eroarea < ca fiind diferența dintre valoarea aproximativă (aproximată 
conform celor 2 drepte) şi valoarea exactă a amplitudini. 


Er = A(0)- Alo) 


pentru & e (ot) Ea =201g1-20l1gV1+T7@° =-20lgv41+T70? 
pentru o e e] E = 20lgTo —20lgvl+T*0” 


in cz ; : l. 
valoarea maximă a lui &p se obține pentru œ= T ŞI este: 


gal = E max 
t 


Trasând punct cu punct valorile lui sap se obține caracteristica exactă (caracteristica punctată 
din figura 2.32, a). 


& max 


„1 =-20lg V2 = -3dB 


A[dB] 


Fig. 2.32 
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Pentru trasarea caracteristici (4) se calculează mai întâi: plo) = argumentul funcției 
T 
H(o) = 1 şi argl Ho) = 1] = 0, iar plo) 1 =arg|H o) = joT] = F 
T 


PE i ; 1 
Caracteristica trece prin punctul particular = ; z) 


e) Termen liniar la numitor: 


H(jo)= 
(jo) 1+ joT 
- faza: -arctan oT 
- amplitudinea: 
A(0) = 20lg l = —20lgvl+ 01? 
1+ joT 


Pentru trasarea caracteristici se procedează îm mod similar cu punctul 

1 SPEEN ; 1 S 
ca la punctul d. Deci pentru o << T se consideră A(jæ) = 0, iar pentru o >> T se consideră 
A(jo) = —20lgoT. 


1 at ; ; 
Pentru cazul œ << T avem caracteristica unui termen proporțional. 


1 _ 1 , Aar : 
Pentru cazul œ >> T avem o dreaptă care trece prin punctul (=) şi al cărei pantă este — 


6dB/octavă sau — 10dB/decadă. 
Deci caracteristica este cea prezentată în figura 2.33, a. 
Se defineşte la fel ca la punctul d) coeficientul de eroare &p a cărei valoare maximă se 


; i ar 
obține de asemenea pentru œ = F ŞI EBmax = 20lg2 = 3dB. 


A[dB] 1 
(72) 


Fig. 2.33 
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SO a = le Era ; ; ; 
Caracteristica de frecvență trece prin punctul 2) iar asimptotele ei sunt (0,0) şi 


(o z) şi este reprezentată în figura 2.33.b. 


f) Termen quadric la numărător Ho) =- œT + 2joT + | 
Alo) = 2018j(1- 0272) +420T? 


RILE a nana a af Ia 
Se trasează o caracteristică aproximativă pe intervalul o e (oz) ŞI una pentru 


1 Xo at i ; 
æ e e) In intervalul o e (ož) se poate considera œ T? << 1 şi deoarece é este 
subunitar E << 1 se poate neglija termenul 470 T, se obține A(@) = 201g1"?=0. 
E 1 ; : 5 
In intervalul o e ze] se observă că œT > 1 deci œT? >> 1 şi deci se poate neglija 


unitatea şi cum € <<1 şi termenul 476777, se obține A(0) = 20lgoT” = 40lgoT. 
Deci pentru primul interval se poate reprezenta & ca o dreaptă ce se confundă cu axa o, iar cel 


a a 5 LA 
de-al doilea interval ca un segment de dreaptă care trece prin punctul (ož) şi care are panta 


40lg2 = 12dB/octavă, cele 2 drepte fiind reprezentate în figura 2.34, a. 


Se defineşte eroarea sag într-un punct dat zip = A (œ) — A(o) care pentru cele 2 intervale are 
expresiile 


p= -201g 4(1- oT’ ) +4€0"T? pentru intervalul e (ož) 


ŞI £ = 401şTo 2018-0272) +4€o"T” pentru intervalul o e e), 


Dat edi 1 ; 
Se observă că sas este funcție de valorile &. Astfel, încât punctul œ = Fi se obține 


Al 1 = —20lg26 care în funcție de valorile lui č care variază de la 0 la 1 este: 
T 
+o pentru & = 0 
1 
Ep =—20lg2é =40 pentru & = 5, 


— 20 lg 2 = —6dB pentru é =] 


Pentru é= 0, sap = +oo rezultă o discontinuitate în reprezentarea grafică (ca în figura 
2.34, a), de natura unui vârf în jos. 
Argumentul este: 


2€T0o 
æ) = arctan———— 
plo) Eor 
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cu valorile particulare: (= 0, p=0); (w = Lo = z) şi (@= + œ, Q= 7); 


A[dB] ? 


lg 0 N 1 lgo 


b) 


Fig. 2.34 


Caracteristica (œ) este reprezentată în figura 2.34,b ; caracteristica ø(œ) depinde de valorile 
lui é, pentru diferite valori obținându-se diferite forme de variație. 


g) Termen quadric la numitor: 


1 
œ T’ +2jéoT +1 


H(jo)=- 


având amplitudinea: 


Al@)=-Wlg -0T )+4E 0T 
care se aproximează pe două intervale (ož) şi (z); pe primul interval A(%) = 0, iar pe 
al doilea interval A(6) = -201g T = —40lgaT cu panta —401g2 = —12dB/octava 

A[dB] 


p 


b) 
Fig. 2.35 
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Caracteristica A(%) este prezentată în figura 2.35, a. Se observă că această caracteristică este 
simetrică în raport cu axa æ față de caracteristica pentru termenul cvadric la numărător. 
Caracteristica p= f (œ) are forma dată de relația: 


2E0T 
æ) = —arctan————_ 
plo) Lor 


şi este reprezentată în figura 2.35, b pentru diferite valori ale lui é. 
2.4.6. Performanţele unui sistem în domeniul frecvenţelor 


Cu ajutorul caracteristicilor de frecvenţă pot fi definite mai multe performanţe 
pentru un sistem de reglare, şi anume: 
- banda de frecvenţă 
- frecvența de rezonanţă 
- valoarea de vârf a modulului M+ 
- stabilitatea sistemului. 
Banda de frecvenţă sau lărgimea de bandă caracterizează proprietăţile de filtru ale sistemului, 
comportarea acestuia în raport cu perturbațiile de înaltă frecvență. Banda de frecvenţă (de 
trecere) se defineşte ca fiind acel domeniu de 
M(o) frecvență pentru care raportul amplitudinlilor 
ieşire-intrare nu scade sub 3dB. In figura 2.36 
se indică pulsația œg care limitează banda de 
frecvenţă a sistemului. 
Pentru pulsaţii O < o < a, sistemul se 
comportă ca un filtru trece jos. La limita benzi 
de frecvență M(&p) = a iar: zef 2) 


~ 


3dB. Pentru influența perturbaţiilor de înaltă 
frecvență asupra comportării sistemului - şi 
deci asupra mărimi de ieşire - să fie cât mai 
redusă se impune ca lărgimea de bandă să fie 
limitată GB < @Bimpus- 

Frecvența de rezonanță a. se determină, de 
asemenea, din caracteristica M(œ). Pentru aceasta frecvență se obține valoarea maximă a 
modulului M(@;)=M,. Cunoaşteara lui permite aprecierea suprareglajului sistemului automat. 


Fig. 2.36 


2.4.7. Legătura dintre răspunsul în timp şi răspunsul în frecvență 


Pentru stabilirea corespondenţei între caracteristicile de frecvență şi performanţele 
sistemului în domeniu real al timpului se porneşte de la relația: 


Y(jøæ)=H, (jø) U(jø) (2.166) 


Pentru intrarea în impuls unitar se obține funcția pondere a sistemului prin aplicarea 
transformatei Fourier inversă relației 2.166: 


h(t) = F'IY(jo)]= SE [| Coe” ko (2.167) 
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1 fi ; ja 1 A ia 
h(t) = Sr f [P(o) + jok do = D7 f [P(o) + jQo)] . [cosat +j sinoldo (2.168) 
I giii ZA —00 
unde cu P() sa notat partea reală, iar cu Q(%) s-a notat partea imaginară a 
funcției Ho(j). Dacă ţinem seama de tipul fincţiilor de sub integrală (P(c) este o funcție pară 


iar Q(0) o funcţie impară), funcția pondere a sistemului liniar continuu se poate calcula cu 
ajutorul relaţiei: 


1% ; 1% 
h(0) = a f [P(o) cosat —Q(0) sinax do = — f [P(oo)cosax — Q(o)sinatldo (2.169) 

4a —00 mT 0 
sau ținând seama că răspunsul sistemului este definit numai pentru t > 0, obținem pentru t < 0: 
P(o) 


+0 


ht) = [Po cosat + Qo)sinar io 


—0 


(2.170) 
Prin însumarea relațiilor (2.169) şi 
(2.170) obținem: 


h(t) = 2 [P(o) cos otdo 
mT 0 


(2.171) 

Astfel răspunsul tranzitoriu al unui 
sistem liniar continu poate fi 
determinat dacă este cunoscută 
caracteristica reală de frecvență a 
sistemului. Functia indicială 
(răspunsul sistemului la o intrare 
treaptă unitară aplicată la intrare), se 
poate calcula cu relația: 


t 2 +00] t 
w(t) = | hodt = — | PO) | cos aa. ko 


sau 


Fig. 2.37 


m0=2 fro To (2.172) 


Integrala 2.172 poate fi rezolvată prin mai multe metode din care prezentăm o metodă grafo- 
analitică numită metoda trapezelor. În esență această metodă constă în aproximarea curbei 
reprezentative pentru variația P(œ) prin segmente de dreaptă astfel alese încât să delimiteze cu 
axele (sau cu segmente paralele la axele de coordonate (P,o) un număr de trapeze 
dreptunghiulare ca în figura 2.37. 

Se consideră de arie pozitivă trapezele formate cu segmente înclinate pentru care P(œ) 
descreşte cu o ; ele se reprezintă deasupra axei o (trapezele a-BCEa3 şi a3EFa4). 
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Se consideră cu arie negativă şi se reprezintă dedesubtul exei œ acele trapeze formate din 
segmente înclinate pentru care P(œ) creşte cu o (trapezele a ABaz şi a4FGHay). 

În acest fel curba P() poate fi înlocuită printr-o serie de segmente de dreaptă care 

determină cu axele, trapeze dreptunghiulare; rezultă penru n trapeze: 


Po) =Y P(o) (2.173) 


ăi 


Fig. 2.38 


Se observă că aria delimitată de P(œ) şi axele de coordonate este aproximativ egală cu suma 
algebrică a ariilor trapezelor A; în care s-a descompus P(%): 


[Podo = SA (2.174) 


În exemplul considerat în figura 2.37; i = 1,2,3,4 (n = 4). Răspunsul y(t) pentru o variaţie la 
intrare tip treaptă unitară este: 


5 [Bosin (2.175) 
i=l 0 O 


yo, =2 
m 

Relația 2.174 permite efectuarea integralei 2.171 ca o sumă de integrale ale unor funcții 

simple, determinate de trapeze tip, de aceeaşi formă cu trapezul elementar din fig 2.38 care 

diferă de acesta din urmă numai prin constantele geometrice P;(0), asi, oi. 

Variația P;(&) corespunzătoare trapezului elementar OMNR din figura 2.38, este o funcție 

discontinuă şi se defineşte astfel: 


P.(0) pentru vo e [0,0] 
O- Dai 
P. (œ) = + P (0) -| l——— | pentru Vo E [O]; 0i (2.176) 
oi ~ (qi 
0 pentru Yo e [0%] 
Se determină răspunsul indicial parțial dat de trapezul elementelor definit de (2.176): 
yO = | Bo)sinar92+2 | p0) ip 30 ii pa (2.177) 
Ka O T on Ooi — Wa; O 


Introducând funcția sinus integral: 


So = [2 do 
0 (72) 


şi integrând relaţia 2.177 se obţine: 
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2P(0) 


[@o;tS; (006) ot; (out) + cos(op;t)— cos(o,t)] (2.178) 
Z(oo; — On) 


Yi (0), = 

În care ao; ŞI Ca caracterizează trapezele dreptunghiulare extrase din reprezentarea lui P(0), 

ca în figura (2.37). Funcţia (2.178) poate fi calculată pentru fiecare trapez în parte; de regulă 

funcția sinus integral este tabelată ceea ce permite determinarea comodă a răspunsurilor 

parțiale pentru P.(0),P2(0), ..., Pa(0). Cum sistemul este liniar răspunsul rezultant se obține 
prin însumarea grafică a funcțiilor yi(£), y2(0), ..., Yn(t) corespunzătoare trapezelor. Astfel: 


y(0) = Yy, (0) (2.179) 


i=l 
Metoda trapezelor este simplă, comodă dar ca orice metodă grafo-analitică introduce 
aproximaţii care sunt acceptabile pentru aflarea răspunsului indicial al sistemului automat 
liniar presupus stabil şi determinarea calității răspunsului sistemului. 


2.4.8. Indici de performanta in domeniul timpului 


Deoarece răspunsul unui sistem este determinat aşa cum am văzut în paragrafele 
anterioare de semnalul de intrare, acesta fiind specific fiecărei aplicaţii în parte, iar 
proprietățile sistemului determinate de parametrii membrului stâng ai ecuaţiei diferențiale, ce 
constituie modelul matematic intrare-ieşire al sistemului, sunt independente de semnalul de 
intrare, a apărut necesitatea definirii unor indici care să descrie performanţele sistemelor, 
performanţe determinate de proprietăţile interne ale acestora. Aceşti indici de performanţă au 
fost definiți în relație cu răspunsul unui sistem oscilant la o intrare treaptă unitară şi 
caracterizează comportarea sistemului atât în regim staționar cât şi în regim dinamic 
(tranzitoriu). Indicii de performanţă sunt: 

a) Indici de performanţă staționari: 

e eroarea staționară &t ; se defineşte ca diferență între valoarea de regim staționar a 
semnalului de intrare şi valoarea de regim staționar a semnalului de ieşire corespunzător 
(figura 2.39) 

b) Indici de performanţă de regim dinamic 

e  suprareglajul o; se defineşte ca diferenţă între valoarea maximă a semnalului de ieşire şi 
valoarea de regim staționar a acestuia (figura 2.39) 

e timpul total tranzitoriu tą ; se defineşte ca intervalul de timp dintre momentul aplicării 
semnalului de intrare şi momentul când semnalul de ieşire intră în gama (0,95 — 1,05)-Yst şi 
nu mai părăseşte această gamă 

e timpul de creştere te ; se defineşte ca fiind intervalul de timp dintre momentul când 
semnalul de ieşire atinge valoarea 0,05-y+ şi momentul când semnalul de ieşire atinge 
valoarea 0,95-Ys 

e timpul întârziere ti ; se defineşte ca intervalul de timp dintre momentul aplicării 
semnalului de intrare şi până când semnalul de ieşire atinge valoarea 0,5-Yst. 

Aceşti indici sunt utilizați pentru a caracteriza performanţele în domeniu timpului 

a sistemelor dinamice. 
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2.5 Elemente tipice din compunerea sistemelor automate netede 


Un sistem neted liniar oarecare, a cărui funcție de transfer se prezintă sub forma: 
m m-l 
BnS ft DmsS +t bo 


H(s) n n-l 
S” +a, aS +..+ay 


(2.181) 


poate fi descompus în subsisteme, descompunerea realizându-se în mai multe moduri pe baza 
regulilor algebrei funcțiilor de transfer. 

De exemplu, sistemul a cărui funcție de transfer este prezentată în ecuația (2.181) poate 
fi descompus în m elemente legate în paralel (corespunzător fiecărui termen de la numărător) 
legate în serie cu un element a cărui funcție de transfer este 1/(numitor). Schema bloc fiind 
prezentată în figura 2.39; 


1 


S” + a, Sat: Fo 


Fig.2.39 


Daca funcţia de transfer este pusă sub forma: 


| Îs+z 


H (s) = k —— (2.182) 
| |(s+»;) 


atunci sistemul poate fi descompus în m elemente legate în serie de forma s+zı înseriate cu n 
elemente a căror funcție de transfer este de forma 1/(s+p;) şi un element k, schema bloc 
funcțională fiind cea din figura 2.40; 


(s) 


Fig. 2.40 


Descompunerea sistemelor pune în evidenţă existența unor elemente simple, numite 
elemente tipice, cu ajutorul cărora se realizează analiza sistemelor automate. Fiecare din 
aceste elemente tipice va avea o anumită comportare la transferul semnalelor, comportare 
descrisă de funcția de transfer. Există mai multe moduri de clasificare a acestor elemente: 

Din punct de vedere al vitezei cu care mărimea de ieşire a elementului urmăreşte mărimea de 

intrare, deosebim: 

a) elemente neinerțiale, la care mărimea de ieşire urmăreşte instantaneu mărimea de intrare 
(fără nici un fel de întârziere); 

b) elementele inerțiale, la care între momentul în care se modifică mărimea de intrare şi 
momentul în care mărimea de ieşire ajunge la valoarea corespunzătoare mărimii de intrare, 
trece o anumită perioadă de timp. 
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Elementele neinerțiale descriu comportări ideale la trecerea semnalelor, existând 
trei tipuri de comportări neinerțiale: 
- elemente proporţionale, a căror model matematic în domeniul timpului este 
Y(9 = kut) 


H(s) = k 
kp fiind factor de proporționalitate, adimensional. 
- Elemente integrative, a căror comportare la trecerea semnalelor (model matematic) este 
dat de: 


şi în domeniul complex 


y0) = = fuar 


T; fiind constanta de timp de integrare, măsurată în secunde. 
- elemente derivative descrise de: 


m du(t) 
y6) =T; dt 
sau 
H(S) = Tas 


Ta fiind constanta de timp de derivare, măsurată în secunde.Elementele reale au o comportare 
inerțială, acest lucru datorându-se existenței elementelor acumulatoare de energie(substanță) 
sau disipative. Existenţa acestor elemente determină o întârziere între semnalul de intrare şi 
semnalul de ieşire, ordinul acestor întârzieri fiind dat de numărul elementelor acumulatoare şi 
disipative. Ordinul de întârziere este dat de gradul ecuației diferențiale ce descrie funcționarea 
elementului, egal cu gradul polinomului de la numitorul funcției de transfer. Elementele 
inerțiale tipice cu importanță deosebită în analiza sistemelor sunt: 

- elemente de ordin 1 (T1), descrise de: 


dy 
T—+y=u(t 
PA (t) 
sau, 
H(s)= 
(s) Ts+1 


T fiind constanta de timp măsurată în secunde. 
- elemente de ordin 2 (T2), descrise de: 


d” d 
IT, +) +y =u) 


Tı şi Tz fiind, în acest caz, constante în timp. 
Atunci când T; şi Tz au valori complexe, modelul matematic devine: 


dy dy > 3 
+ 200, — +0 y = o u(t 
dt? ci n dt nY n (£) 
sau, 
2 
72) 
H(s)= L 
6) s’ +2l0,s+0, 
unde, 
1 
O, == 
TT, 


poartă numele de pulsație naturală, iar 
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pese le 
2 AL 


poartă numele de factor de amortizare. 

Pentru unele elemente tipice există un interval de timp între momentul aplicării semnalului 
de intrare şi momentul în care semnalul de ieşire începe să se modifice. Acest interval poartă 
numele de timp mort (întârziere pură), şi prezenţa lui în funcţionarea elementelor constituie un 
criteriu de clasificare în: 

- elemente cu timp mort, descrise de: 
YO =u) 
sau, 
H(s)=e"” 
- elemente fără timp mort. 
Există posibilitatea combinării unor elemente, razultând elemente tip PT1, 
PT2, PT, cu timp mort, PT2 cu timp mort, etc. 
Din punct de vedere al poziționării polilor funcției de transfer, elementele tipice se 
clasifică în: 
- elemente stabile, ale căror funcții de transfer au polii poziţionați în semiplanul stâng, pe 
axa imaginară având eventual numai poli simpli (ordin de multiplicitate 1); 
- elemente instabile, ale căror funcții au polii repartizați în întreg planul complex. 

Din punct de vedere al poziționării zerourilor funcției de transfer, elementele 
tipice se împart în: 

- elemente de fază minimă, a căror zerouri sunt poziționate în semiplanul stâng; 
- elemente de fază neminima, a căror zerouri sunt poziționate în întreg planul S. 


2.5.1. Analiza principalelor elemente tipice netede. 


2.5.1.1. Elementul proporțional (element de tip P) 


Modelul matematic în domeniul real este: 
y(t) = k u(t) 
Modelul matematic în domeniul 


h(t) complex va fi dat de funcția de 
w(Datt) transfer definită astfel: 
kpă0) : wÐ) H(s)=k, 
p Pornind de la forma generală: 
1 aoy(t)=bou(t), notând bo/ao=kp se 
olt) obține: y(0>kpu(0). 
t Răspunsul la impuls (funcția 
t Fig. 2.43 pondere) este: 
Fig. 2.41 hO =k ðt) 


Graficul acestuia fiind reprezentat în figura 2.41 
Răspunsul la treaptă (răspunsul indicial) este dat de : 
w(D=kpatt) 
şi are aspectul din figura 2.42 
Funcția de transfer în frecvenţă este: 
Hooky, 
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Se obțin pentru caracteristica reală, caracteristica imaginară , caracteristica modul şi 
defazaj expresiile: 
HRe(O)Fkp, Hrm(0)>0, 
IHG @)| = M(o)kp 
ø(œ@)=0 pentru kp > 0, 
gw) = — m pentru kp < 0. 


Hae( o) Him( o) M( o) 


S y = 


Fig. 2.43 


Caracteristicile de frecvență pentru elementul de tip proporțional sunt prezentate în 
figura 2.43. 
Caracteristicile Bode au expresiile: 

A(0)>20Inkp 
p(0)>0 

Exemple de elemente cu funcţionare ideală de tip proporțional sunt: 

-  amplificatorul electronic; 

-  traductorul potențiometric, reductor mecanic. 


2.5.1.2. Elemente cu întârziere de ordin 1 (PT1) 


Este descris de ecuația: 


dy 
La y(t)=k,u(t) 


sau 
H(s) = 
SI Ts n 

Parametrii elementului PT1 se obțin pornind de la forma generală: 
dy 
—— + ay = byu (t 
dt oY ou (t) 

notând | _ņp şi bo _ k 

= p 
ao ao 


Răspunsul la impuls (funcția pondere) se obține astfel: 


h(© = L 1ŞH(s4= L i kp |- kp o= 


Ts +1 T 


Răspunsul la treaptă unitară (răspuns indicial) se obține astfel: 


= LIW (s) = L” k, k, p| Ep SEI E 
MU) SE IMAS)IS Ts(s ++) F s s+i i 


Pentru t > 0 rezultă 
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wo=k [i-e] 


Derivata în origine w(0+) = kT este tangenta la curbă în origine. Deci, dreapta a cărei 
pantă este a =kyT va intersecta dreapta paralelă cu axa t care trece prin kẹ, la timpul t = T, 
putându-se astfel determina T. Înlocuind în relația lui œt) pe t = T, se obține 
w(t)=k Rí! = =0,632k „. Cum kp = ws = limw(0) pentru t tinzând la infinit rezultă 
w(t) = 0,632 wst. 
Punând condiția w(t) = 0,95kp obținem: 
t 


0,95k, = kp| l-e T 


Atunci va rezulta că ts = Tin 0,05 ~ 3T. 
Graficul funcţiei pondere este prezentat în figura 2.44, a iar graficul răspunsului indicial este 
prezentat în figura 2.44, b. 


hO w(t) 
kp kp 
T T 


0 t 0 
a) b) 
Fig. 2.44 
Funcția de transfer în frecvenţă are expresia: 
| k, 
H(jo)= 
1jo+l 
Raționalizând, obținem: 
k„(- joT 
H(jo) = 2D 
l+oT 
de unde rezultă caracteristica modulului, a argumentului şi caracteristica amplitudini: 
k, 
M(o)= FORT SET 
l+oT 


p() = —arctan øT 


A(0) = 201gk, -201gvV1+0°T? 


Caracteristica reală este dată de expresia 


Hg. (0) za l 


——P -=Po 
+o T? (o) 


cu maximul în Hpre(0). 
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Caracteristica imaginară are expresia 
k,oT 
1+0°T? 
k 
Q0) =0, Q) =0, Q) =-4. 
1+@°T? —20"T? 1-a"T? _(-aT) ((+aT) 
+T? DE 1+02T7 


Qo) =- 


Q(o) =-k,T 


3 PIORES 1 
Rezultă un maxim în ø = z : 


Pentru obţinerea hodografului se elimină ø din P(œ) şi Q(0) şi obținem: 
k, -H 
Hul to’T?)=k oT? = 


rezultă 


2 2 
i 1 
Hin = k He - Hs, rezultă A -7K,) +H in -(3%) i 
Aspectul caracteristicilor de frecvență pentru un element de tip PT1 este prezentat în 
figura 2.46 (Caracteristicile au fost trasate prin asimptote, caracteristicile exacte fiind 
prezentate cu linie întreruptă). 
Hml 0) 


Lo) Mea) 


k M(0) 


b) 0 


Fig.2.46 
Un exemplu de element cu funcționare de tip PT1 este cuadripolul RC din figura 2.47, a. 
ținând cont de notaţiile de pe figură, ecuaţia de funcționare a acestui cuadripol se obține 
astfel: 
Aplicând legea a doua a lui Kircoff se obține 
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u; = Ri+uţi - Se e RO E Hi, 
t t 
cu Ue = y, Ui = URC, kp = 1, rezultă 
dy 
F 


Un alt exemplu de element cu funcționare de tip PT1 este cel prezentat în figura 2.47, b. 
Făcând notaţiile: 

Rh = rezistența hidraulică a ventilului V1; 

S = suprafața bazei; 

p = presiunea coloanei. 


Fig. 2.47 


Variația volumului este egală cu diferența debitelor şi se obțin succesiv relațiile: 


dV =(Q, -Q,)dt rezultă S A = Qi — Q2 


Q, = Le Ph seats an, poh =Q] 
R, Ry dt R, 


notând Pis op, Rh = k „rezultă phy h = kQ. 
dt 


pg pg 


2.5.1.3. Element proporțional cu întârziere de ordin 2 (PT2). 
Modelul matematic se poate scrie sub două forme: 


dy 


d?y 
TD — + (0 + D)-—+y=k I 
H2 2 (T, aa y=kpņpu 0) 
k 
H(s) = p 


DT s2 +(T,+T,)s+1 


sau: 


d? d 
2 tb ap * ay = kponyu (LD) 
k „02 
OET 


s? +26 +1 
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Cele două forme se obţin de la forma generala a modelului matematic: 


dy dy 
+a, — +a bou 
Pa 1 0Y = bo 
bo A 
şi notând Loppe di =T +1; = k p obţinem 
ao F ao 


dy dy 
TD — + (++ y=kpu 
1+2 i (T da yY = Kp 


Cum se obţine forma a doua a fost prezentat anterior, forma a doua, caracteristică 
elementul cu răspuns oscilant, fiind cea mai des folosită, deci: 


2 
IA Y o =k ohu 
dt? dt 


Ecuația asociată omogenei p? + 260, p+ o? = 0 are soluţiile 


Pia = 60 ENI- 6? 


dxi 


a) 6l rezultă Pu2 rădăcini reale şi ţ maand cont de relațiile lui Viete rezultă pı = T; şi 
p2= Tz. Ecuația va avea forma (I), iar elementul se va numi element PT» aperiodic. 
b) ¢= l rezultă pı = p2 = - @n; 
c) 0< ¢< 1 rezultă pı rădăcini compelexe. 
Ecuația va avea forma (II), iar elementul se va numi PT» oscilant. 
- Pentru elementul PT» aperiodic răspunsul la impuls va fi soluția ecuației: 


2 
TD Ca n) y = pd 
t 


pentru t > 0 devine 
dy dy 
TD — + +D)—+y=0 
Br (7, D J. 


Soluţiile ecuației ataşate TI p? + (1 +D)p+1=0 vor fi -> ŞI — M iar soluția generală 
1 2 
1 


zt 
y(0 = h(0=Cye 1 +Ce ? 
Condiţiile inițiale se obțin aplicând teorema valori inițiale, h(0,) = lim sH(s)=0 
S —> 0 


deci: 
Li . . kp kp 
h'(0,)= lim s[sH(s)-— h(0,)]= lim sļ| s 3 = 
s> s>% | Ds +(+ )s+1| Dl 
kp Ă kp -kp l 
rezultă C, +C, = 0,-G T — CT) = —, deci, Ci = ——— ,C, = ——— şi 
Ul (TD) (T-T) 


a : TD T 
Funcția are un maximum pentru t) = ———— In — şi un punct de inflexiune pentru tz = 
-h h 
2t. 
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gi dat . : A 1 
Răspunsul indicial w(t)se obține pentru intrarea u(t) = o(t), deci U (s) = —. 
S 


T 
1 -4 n 
w(t) = | h(r)dt = k i-ze i-pe ? j 
| a pi 


1 


Pe baza răspunsului experimental la intrare treaptă unitară se pot aproxima cele două 
constante de timp pe baza relațiilor 


t 
T, +T, = 
12 
tzo +t t 
T, -T, = 30—70 0,45 -230 
> t70 
; 30 f 
unde tg este timpul pentru care w(tzo) = 100 st iar tz este timpul pentru care 


7 
w(t) = 100 Wst- 


- Pentru elementul PT, aperiodic critic: 
2 2 
E o a iad 
2 2 2 
s +2@,s+t@; (s+0,) 


Funcţia pondere: 
2 


ko 
h(0) = L H(S)]= L 1 E k ponte r! 
(s+ 0) 
h(0,,) = lim sH (s) = 0;h'(0,) = lim s[sH (s) - h(0,)= kpo; 


A l s 
sau notând o, = T rezultă 


h(t) = ETRO )=0;h'(0,) = Ko 
TŻ aa Saal = a + “72 


Răspunsul indicial: 


ko? C 
wt)= L [H(s)u()]= L | h =k 0? L -f Co, C R Cı 
(S+) S S S+@p (s+a,) 
rezultă, 
o= —— ==; = Sp Ale 
(S+) s=0 o? E E Siza o, 


Deci, 
w(0) = kp | —(1+ cope e! | 


dă RE a 
w(t) taji-[i+ tf F 
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E o i 
w(0,)= lim sw(s) = lim Sp 
s—00 s—o (s+0,) S 
i poa l 
w'(0,)= lim s[sw(s)—w(0,)]= lim s|s————>:—|=0 
s—> 0 s—%o (s+0,) S 


1 
S-a notat o, = r vom avea: w(00) = kp. 


hO 


a) b) 
Fig 2.48 


În figura (2.48,a) este prezentat aspectul răspunsului la impuls unitar al unui element 
PT2 iar in figura (2.48,b) este prezentat răspunsul indicial aperiodic critic, punctat; în figură a 
fost reprezentat răspunsul indicial pentru sisteme PT2 aperiodice, observând că răspunsul 
aperiodic critic este mai rapid. 


Pentru elemente PT2 oscilant: 
Funcția pondere se calculează cu: 


k o? k øo 
-1 p“n pn -cot a; 2 
h(0= L > z|= =e ca inf ohi-6 r) 
s^ +260, + O; J-e 
1 


Rezultatul de mai sus s-a obținut notând cu &g =C@p; Odg = On E i ; iar cu 


P2 =—Qq + j@g, rădăcinile ecuației caracteristice. Prin descompunere în factori simpli se 


obţine: 
E C C 
o=o | IA -2 | 
S+Og — Ja S+tæg +t Jag 
Gz 1 E ORO 1 
ies aa EE E 
S+&qg + ja E 2jøæg S+aqg — aq EPES 


2 
O = kp n -1 l _ l Z, 
2j@æg S+Og —joqg S+ta&qa+tj@g 
2 
= k pn e-tau —joq)t — e~a + ja rl- 
2jog 
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2 i =j —Coqt 
ko elat _e Joat k @,e g 
Sak e lat, - = Pa inf on 1-6°t) 


@d 2j a 


Condiţiile inițiale convenționale se calculează cu ajutorul teoremei valorii inițiale şi au 
expresiile: 


h(0,)= lim sH(s)=0 
h'(0,) = lim s[sH(s)-h(0,)]= kpo 


În figura (2.49, a) este reprezentat aspectul grafic al funcției pondere h(t) pentru un 
element oscilant de tip PT2. 

Perioada proprie de răspuns a oscilatoriu a cărei semnificații este cea din figură, se 
calculează cu relația: 


pa = 
gal 07 


h(t 


a) 


Fig. 2.49 


Răspunsul indicial w(t) calculat prin aplicarea transformatei Laplace inverse imaginii 
semnalului corespunzător unei intrări de tip treaptă se calculează cu: 


-Ont 
w(t)= L Auot- EE N 2 +ø 
S 


A Eta 


unde: 
2 
p = arctan “d. Z arctan ea 
aq (4 
Punând condiţia w = 0 obţinem expresia analitică a suprareglajului: 
— S7 
1-62 


O =e 


o SEn ; ea ; : ! 
şi cu In—L =, unde o reprezintă suprareglajul maxim iar œ diferența dintre al doilea 
0? 


maxim şi valoarea de regim staționar a răspunsului indicial, rezultă: 
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27 
VE 


Legătura dintre œp corespunzătoare perioadei proprii Tp şi @ este dată de o, =@p y1- SA 


Punând condiţia ca extremele relative ale lui w(t) să se încadreze în limitele (0,95 — 1,05)-ys, 
obținem expresia analitică a timpului total tranzitoriu: 


„_ 110.05 1-62 
—GOn 


Ă f 4 
se 1a acoperitor t, = ——. 
n 


Pentru 6 = 0 se obține a(t)=k, h — in ont + z) =k (l1+cos øt). 


Pentru (= 1 se obține expresia elementului critic amortizat prezentată anterior. 
Aspectul grafic al răspunsului indicial pentru diferite valori ele factorului de amortizare este 
prezentat în figura (2.49,b). 


Funcţia de transfer are expresia: 


2 
HUo)= k pa = kp E kp 
o? — 02 +2jCoo 0 soi e l1-v°+2jév 
o; On 


unde v = 
On 
Expresia modulului funcției de transfer va fi dată de: 
k 
|H(jo) = Mo) 
Ja -v2 + 4c2v 
Aspectul grafic al caracteristici M(œ) pentru un element PT2 este prezentat în figura (2.50,d). 
1 


Punând condiția M(o) = 0 obținem wp alio? 5 } adică, pulsația de rezonanță 


k 
09 = ON 2¢° , iar valoarea de vârf M, =—=. 
(A L- 26% 
Valoarea iniţială a modulului este: 


M(0)=k, = in Y(t) = ya 


Raționalizând în expresia funcției de transfer în frecvenţă se obţine: 
kL- v2)- 20] 
H(jo)=T— e 
( -v j +40 
rezultă partea reală a funcției de transfer în frecvență: 
2 
kp h -v ) 


Hre (o) z ( 


şi partea imaginară: 
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kpv 
2 2.2 
(-v +a v 
k 1 
Punând H'g(0) = 0 rezultă vı =4/1-2¢ ; Hg(v) = — ; 


Him(0) = 


4 200) 
k 
v2 = JII; Ha Pag: 


Caracteristica reală de frecvență este reprezentată în figura (2.50,a) iar caracteristica 
imaginară de frecvenţă este prezentată în figura (2.50,b). 
Expresia defazajului va fi: 

26v 


ġ = arctan = 


Expresia defazajului se obţine prin eliminarea variabilei œ între expresiile Hae(0%) şi Him(0), 
aspectul grafic al acestuia fiind prezentat în figura (2.50,c). 
Hml O 
Hala mO) 
Li 
kp (2) 


b) 


c) 
Fig. 2.50 


Caracteristicile Bode sunt date de expresiile: 
- caracteristicile amplitudine-frecvență: 


Al@)=20lgk -201g 4 (-v°} +4? 
P 


- caracteristicile defazaj-frecvență 


(0) = -arctan r 
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Aspectul grafic al caracteristicilor Bode este prezentat în figura 2.51; caracteristicile au fost 
trasate prin asimptote, caracteristica exactă fiind reprezentată cu linie întreruptă: 


A(0) go) 


lgo 


Fig. 2.51 


Un exemplu de element PT2 aperiodic este ansamblul format din două recipiente 
reprezentat în figura (2.52,a). 


hi Rh1 | > i | 


Sı R 
l'a 
a) h V2 
S2 
Rh2 | Qe 
Fig. 2.52 


Pentru primul recipient, din condiţia de echilibru dinamic rezultă: pSydh = (Q; —Q;)dt, de 


unde p reprezintă densitatea lichidului. 
Pentru al doilea recipient: pS dh, = (Q; —Q,)dt , notând cu Rh1 şi Rh2 rezistenţele hidraulice 


ale robinetelor se obține: Q = Iig Pah Q= Mar 
Ru Ra Ry 
dh pgh . dh h h 
de unde: pS, —L=Q' -2 şi ps, — = o| — - — 
Pum i 902 ae PURA Re 
rezultă h = S Ri şi înlocuind în prima ecuație rezultă succesiv 
dt Rh 
2 
pS, Rh, S3 d h + 1 dh, + pg S3 Rh, dh, + Rh, h> =Q, 
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2 


d'h, dh, 
PSiRh S2Rh, + (pgSıRh; + PS2Rha =t = Qi 


2 
L si Rh,S,Rh, d h +[ san S, Rio Bejt, h, En 
g dt g )dt pg 


T Rh ; 
Notând — = kp; S1 Rh =T; S2 —— =T, obținem 
g g 


d?h , 
Il A +D)+ h> =k Q; 


Un element PT2 oscilant este o din figura (2.52,b). Aplicând legile lui Kirckoff se 
2 
ake Ueu eyi 
dt dt’ 


obține uj SRL ani 
dt 


+ — = —— 
d? Ldt LC LC 


1 
Notând — =0-;6 =— ;k„ =1 rezultă 
IG n6 = a L kp 


2 
d'ue , R due 1 n 1 


rezultă: i» 


2.5.1.4. Elementul integrator I: 
Modelul matematic are expresia: 


1 t 
He | u(r)dr 


sau 


HRR z 


Care se obține pornind de la “ + agy = bu , unde ao = 0 şi bọ = = 


i 
Funcția pondere este dată de: H(t)= L | e LRA 
TS) Te 
s TE l al 1l 1 1 
Răspunsul indicial este dat de expresia: w(t)= L | — -= ]|=—t-o(t) 
S 


Aspectul grafic al funcției pondere şi al răspunsului indicial sunt prezentate în figura (2.53,a), 
respectiv (2.53,b). 


hO) w(t) 


Fig. 2.53 
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Elementul integrator are proprietatea de a memora mărimea de ieşire anterioară, atunci 
când intrarea devine zero. 


Funcţia de transfer în frecvenţă are expresia: H(jo) = —— 
Joi 
Caracteristicile de frecvență fiind date expresiile: 
1 mT 1 
M(0) = —:;0(0)=——; Hp. = 0; H =- — 
( ) oT, pi ) 2 Re Im oT, 
Hodograful este identic cu Him, 
Caracteristica A(%) are expresia: A(@)= -20lgoT;. 
Aspectul grafic al caracteristicilor de frecvență este prezentat în figura (2.54) 


Mo) Hin(0) A(o) Aa) 
0 
0 lg(0) 
0 i -2 
a) b) 


d) 
Fig. 2.54 


Ca exemplu prezentăm cuadripolul din figura (2.55). Aplicând legile lui Kirchoff se 
obține succesiv: 


f . i d f 
Pentru valori succesive ale lui RC avem RC due >> di „rezultă RC E. =u;,cu RC =T; şi 
t t 


t 
1 
=— lu(0Dd7 
y zO 


2.5.1.5. Elementul derivativ (D): 
Modelul matematic al unui element derivativ are formele: 


du 
yt) = Ta FAA = Tqs 


Modelele s-au obținut pornind de la forma generală a unui element de ordin 1 
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du 
agy = b, — + byu 
0Y = d 0 
punând condiția iz = Tq şi by << ao 
a 
Funcţia pondere are expresia: 
h(0 = L HITasó(s)] = T46 10) 

Răspunsul indicial se calculează astfel: 


w(t)= L 7, -raw 
S 


Reprezentarea grafică a celor două functii este prezentată în figura 2.56 


h(t) | 
0 t 0 t 
a) b) 


Fig. 2.56 


Din aceste răspunsuri se vede că elementul de tip D are un efect de anticipare a 
mărimii de intrare. 
Funcţia de transfer în frecvență: 
H(jo)= jol, 
Caracteristica reală şi cea imaginară au expresiile Hp. = 0 şi respectiv Him = Olg 
Modulul şi defazajul au expresiile M(0) = øT} şi respectiv p(0) = 4 
n grafică a caracteristicilor de frecvență este ny în ~ (2.57). 


Hal o) A( o) 
Himo) 
“lat le(o) 0 le(&) 
Fig. 2.57 


Un exemplu de element derivativ este cuadripolul din figura 2.58. 
Relaţiile care e modelul matematic al cuadripolului sunt: 


1 
Uc = sfidi =: T „Uj = Uç +Uę, rezultă u; = E ficdt+u şi uj => fu dt + ue. 
pe tiay ile z3 acă Aj astfel încât pe Me iau, 

dt dt 


u 


e 
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= RC 


due 
dt 


„RC = Iq.u; =u rezultă y=T&, 
t 
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CAPITOLUL III 


DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR DISCRETE 


3.1. Modelul matematic intrare ieşire al sistemelor discrete 


Sistemele discrete sunt acele sisteme pentru care variabila independentă este definită 

numai pe submulțimi ale mulţimii numerelor întregi. Putem deosebi sisteme discrete propriu-zise 
la care variabila independentă nu poate avea decât valori discrete şi sisteme eşantionate care se 

obțin din sistemele continui la care valoarea de ieşire este definită numai pentru multiplii întregi 
ai unei anumite cantităţi a variabilei de intrare. 

Un exemplu de sisteme discrete propriu-zise poate fi considerat cantitatea de marfă 
transportată pe calea ferată cu trenurile de marfă; fiecărui tren i se asociază un număr prin care el 
poate fi identificat, acest număr fiind evident întreg şi constituind variabila discretă propriu-zisă. 
Fiecărui tren i se poate asocia o cantitate ce constituie o valoare inclusă în mulțimea numerelor 
reale; considerând ca variabilă de intrare numărul de identificare a trenului şi ca variabilă de 
ieşire cantitatea de marfă transportată de acesta se poate defini un sistem discret. 

Un exemplu de sistem discret obținut prin eşantionarea unui sistem continuu în timp, se 
poate obţine dacă se citeşte valoarea energiei electrice consumate la intervale de timp fixe (de 
exemplu la aceiaşi oră în fiecare zi); în acest fel variabila continuă timp este transformată într-o 
variabilă definită numai pe mulțimea numerelor întregi. 

Pornind de la modelul matematic în domeniul real al unui sistem dinamic continuu: 


Y O+ an YO+.. + a0 Y0) = bau OO + briu” +.. + bout) (3-1) 
aproximând derivata într-un punct a unei funcții y(t) prin tangenta în acel punct la curba de 
reprezentare a funcției, 

dy _ yt+D-y0 Z 
dt T 
iar derivata a doua prin tangentă la curba primei derivate, adică: 


dy _ y(+D-y0_1 (ia) A) e 2) (0), 


T T T T 
dy ) (3.3) 
= pP‘ +2T)-2y(t+T)+ y(0] 
Procedând similar obținem pentru derivata de ordin i expresia: 
! 1 l , a 
= LC +iT)-Ciy(t+ (i- DD +... + (-1 P Ciy] (3.4) 


Înlocuind expresiile derivatei de ordin i ale funcţiei de ieşire şi ale funcţiei de intrare conform 
(3.4) în ecuaţia (3.1), se obţine o expresie de forma: 


yt+nT)+ anu y(tt(n-1)DD+...t ao y(D= Baut + MT)+ Baut + (m- DI)+... p uW (3.5) 
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unde ag, Oa, -::p, On-a suntcoeficienții lui y(6),y(t+T),...„y(t+(n-DD)iar Bo, Pa, ..., 
Bm sunt coeficienţii corespunzători ai termenilor u(t), u(t+1),..,„u(t+mT). Făcând notaţiile 
Qo=âo, Q1ı7â1;, ;---; On-1Sân-1, Pobo, pı=bı, ..., fm=bPm şi considerând T 
(pasul de eşantionare) ca unitate de măsură a timpului (ceea ce înseamnă t=kT unde keZ şi T=1) 
obținem din (3.5): 


y(k+n)+anıy(k+n-1)+...+ ao y(k)= bulk + m)+ bulk +m-1)+...+boufk) (3.6) 
Relația (3.6) constituie modelul matematic intrare-ieşire în domeniul real al sistemelor 
dinamice discrete. După cum se vede aceasta este o ecuație cu diferențe şi corespunde ecuației 
diferențiale ce constituie modelul matematic al sistemelor continui. Pentru sistemele fizic 
realizabile, la fel ca şi în cazul sistemelor continui, este necesar ca nèm. 
Dacă aproximarea derivatelor se face prin cu ajutorul semnalului întârziat : 
dy _ y@-y(t-T) (3.7 
dt T 


se obține relația: 


y(k-n)+ anıy(k-(n-1))+...+ ao y(k) > bmu(k - m) bulk -(m-1)) +... + bou(k) (3.8) 
Relația (3.6) constituie modelul matematic intrare-ieşire al sistemelor discrete sub formă 
avansată, iar relația (3.8) constituie modelul matematic al sistemelor discrete sub formă întârziată. 
Cele două forme sunt echivalente. 


3.2. Analiza sistemelor discrete liniare prin metode operaționale 
3.2.1. Aplicarea transformatei Z în studiul sistemelor discrete în timp 


Considerăm o funcţie de variabilă discretă f(k), keZ. Pentru funcțiile cauzale (f(k)=0 
pentru k<0) se defineşte transformata Z unilaterală astfel: 


Fe) = Zif] = SRR) z" (3.9) 


k=0 

unde z este o variabilă complexă. 

Transformata Z astfel definită este unilaterală deoarece suma începe de la k=0; se poate 
defini şi o transformată Z bilaterală cu suma începând de la k= -o . 

Pentru ca transformata Z să fie definită de relația (3.9) este necesar ca seria definită de 
(3.9) să fie convergentă. Pentru aceasta este necesar ca z“ să fie cât mai mic. Deci | Z | să fie cât 
mai mare. În acest caz, în mod similar condiţiei de existenţă a transformatei Laplace pentru 
sistemele continui (abscisa de convergenţă), pentru transformata Z se defineşte raza de 
convergență astfel încât transformata Z există pentru | z |>Ro unde Ro este raza de convergență. 
Deci transformata Z va exista numai pentru acele valori ale lui z poziţionate în afara cercului de 
rază Ro (în afara zonei haşurate din figura 3.1) 

Legătura dintre transformata Z şi transformata Laplace se poate stabili eşantionând cu 
pasul T o funcţie continuă oarecare f(t). Se obține seria echivalentă funcției f(t): 


FO= 5 AKTS- =F fet-k) (3.10) 


În cea de-a doua parte a relației 3.10 s-a considerat T=1 sau t’=t/T notat abuziv tot cu t. 
Aplicând transformata Laplace în (3.10) se obține: 
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LITO] = [5 faet- o = 5 fT” (3.1) 


So g 
a) 
Fig. 3.1 
În relația (3.11) s-a ținut cont că transformata Laplace este liniară şi L(5-a)=e ™ . Realizând 
schimbarea de variabilă e™ =z se obține din (3.11) 
Fæ=LIf@] =F fz" (3.12) 
k=0 


ze" 

Printr-un abuz de limbaj (pentru că nu se poate vorbi de transformata Z a unei funcții 
continui) spunem totuşi că transformata Z a unei funcţii continui f(t) este transformata Laplace a 
seriei obținute prin eşantionarea funcției continui. Modalitatea practică de trecere din domeniul 
continuu în domeniul operațional z este următoarea: 


fO > FFs) — F(2) (3.13) 


3.2.1.1.Proprietăți ale transformatei Z 


1) Liniaritatea: fiind date 2 funcții cauzale discrete f(k) şi g(k) şi două constante Cı şi C2 
atunci: 
ZI C: f(k) + C299] = C.F(2)+ C:G) (3.14 
unde F(z)=ZIf(k)] şi G(2)= Zlg(k)] 
2) Transformat Z a unui semnal cauzal întârziat. Fie f(k) un semnal cauzal discret (vezi 
fig. 3.2) şi g(k)=f(k-ko). Atunci: 


G(2)= Z[g(k)] = Y gh)z* => fk-ko)z* (3.15) 
k=0 k=0 
Făcând schimbarea de variabilă i=k-ky rezultă: 
G= X, Or = z7") fz (3.16) 
i=—kọ i=0 


În (3.16) s-a ţinut seama de faptul că pentru i<ko (deci pentru k<0) functia f(i)=0 (pentru-că f(k) 
este cauzală). Se obține deci din (3.16): 
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ZIf(k - ko)] = z" F2) (3.17) 
3) Transformata Z a produsului de convoluţie a două semnale cauzale 
Se defineşte produsul de convoluţie a două semnale cauzale discrete f(k) şi g(k) notat(f*g)(k) 
astfel: 


(f * 9)(k)= a f(Dg(k - i) (3.18) 
Fig. 32 
fik) gik) na 
k k 


Aplicând transformata Z în (3.18) obținem: 


k=0 L i=0 


Z(f * 9091 = pă fak - )| zi (3.19) 


Ținând cont de faptul că g(k-1)=0 pentru i>k (deoarece g(k) este cauzală) obținem în continuare: 


ZIE * 99091 = Sa-i] z" =F RDS az" (3.20) 


Am schimbat ordinea de sumare şi am scos pe f(i) în afara sumei după k. Ținând cont că 
transformata Z a unui semnal cauzal întârziat este conform proprietăţii 2, Z[g(k-i)] =z "G(2) 
înlocuind în relaţia anterioară obținem: 


ZI(f * 90W] = > f(i)zG(2)= <2 fO z” = FAG) (3.21) 


Din relația (3.21) rezultă că transformata Z a produsului de convoluție a două funcții este 
produsul imaginilor prin transformata Z a celor două functii. 

4) Transformata Z a unui semnal necauzal decalat 
Fie f(k) un semnal necauzal şi g(k)=f(k+k o) (vezi figura 3.3).Calculând transformata Z a 
semnalului g(k) obținem: 


G(2) = ZI909] =È 9097 =È fik +ko)z* =X (O= fz = 
= WIS fOr- Or] = ZoF0)- I O 
(3.22) 
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ko=2 


Fig. 3.3. 


Deci pentru a obţine transformata Z a unui semnal necauzal avansat cu ko paşi, se înmulţeşte 
A 5 ko : ; : i 
imaginea cu z şi se scad eşantioanele pierdute prin decalare. 

Dacă ko este negativ, atunci semnalul va fi întârziat şi: 


G)= 5 fk-ko)z*= È PD zei rS iz = 


i=-kQ 


= 705 fOr E fate 


i=-kọ 


(3.23) 


Pentru semnalele necauzale întârziate se înmulțește imaginea cu z* şi se adaugă valorile 
corespunzătoare eşantioanelor câştigate prin deplasare. 
5) Teorema valorii inițiale 


lim so FE) > iis p roz" = f0) = lim; (K) (3.24) 


Proprietate ce decurge din definiția transformatei Z. 
6) Teorema valorii finale 
lim, (k) = lim, „(Z -1)F(z) (3.25) 


Transformatele Z a unor functiile elementare sunt: 


Z[6(k)]=1; Z[o(k)] =; ZIK] = — .zgĖj-1760.7 TO A 
[80] ono a Baa Ia a a Dar 
Zika] = <; Z[sin(ak)] = —Ż "S; Zfcos(ak)] = E59 


(z-a) z -2zcosa+1 z -2zcosa+1 


101 
DESCRIEREA EXTERNĂ A SISTEMELOR DISCRETE 


3.2.2. Funcţia de transfer a unui sistem discret în timp . 


Consider modelul matematic general în forma anticipată a unui sistem discret: 


Wk+n)+anık+n-1)+...+aı(k-— 1)+ a0y(k) = 
= bmu(k +m)+ bm—u(k+ m —1)+...+ bou(k) (3.26) 


WI) =X) =... =wn-1)=0 
şi (3.27) 
u(1) = u(2) =... =u(m-1)=0 
Aplicând transformata Z în ambii membrii ai ecuației (3.26) şi ținând cont de 
proprietăţile acesteia precum şi de condiţiile (3.27) obţinem: 


Y(z\(z” +an-1Z7™! +... +00) = U(Z)(bmz” + baz! +... + bo) (3.28) 
unde am notat: 


YƏ = ZIK] 


U(z) = Z[u(k)] 
Din (3.28) obținem: 


şi 


m m-l 
b„z” +b, 17" +...+b 


H(z)= (3.29) 


z” +a, Z" ++ ay 
H(z) se numeşte funcție de transfer a sistemului discret (3.26) şi se defineşte ca raport între 
imaginile prin transformarea Z a mărimii de ieşire şi a mărimii de intrare. Funcția de transfer 
a unui sistem discret descrie în planul complex evoluția sistemului. Un sistem discret se poate 
reprezenta prin evidențierea funcției de transfer. Funcția de transfer este o funcție rațională de 
variabilă complexă Z şi reflectă în spațiul imaginilor structura sistemului discret; am numit-o 
funcție rațională datorită faptului că prin înlocuirea variabilei complexe z în H(z) cu o 
variabilă reală se obține o funcție reală. 

Datorită similitudinii relaţiei (3.29) cu relația de definire a funcției de transfer a 
sistemelor netede, algebra funcțiilor de transfer a sistemelor discrete va avea aceleaşi reguli ca 
şi algebra funcțiilor de transfer a sistemelor netede; ca exemplu: 

- legarea în paralel: 


H(z) = XA, (z) 
- legarea în serie: 

He) -JJH 
- legarea în reacție: E 


H(z) | 


MOETE O 
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3.2.3. Funcţia de transfer a unui sistem cu eşantionare. 


In cazul sistemelor automate conduse cu calculator numeric este necesar ca datele 
prelucrate din sistem să fie discretizate iar semnalele furnizate de calculator (semnale 
discrete) să fie transformate în semnale continui; rezultă schema bloc din figura 3.4. 


Fig.3.4 

Ansamblu CNA, proces continuu, CAN constituie un proces continuu discretizat. 
Pentru a calcula funcția de transfer a acestui sistem vom considera pentru CNA şi CAN 
structura convențională din figura 3.5. 


Fig.3.5 


Similar procesului de conversie numeric şi analog - numerică funcțiile elementelor 1 
şi 2 vor fi: 
- elementul 1 din CNA - converteşte impulsurile numerice primite de la calculator în 
impulsuri continui; 
- elementul 2 din CNA - converteşte impulsurile continui u*(t) în semnalul scară u(t) ; este 
numit element cu reţinere de ordin zero; 
- elementul 1 din CAN - eşantionează semnalele continue y(t) cu perioada T furnizând la 
ieşire un tren de impulsuri continui y*(t); este numit eşantionator ideal; 
- elementul 2 din CAN converteşte impulsurile continui în impulsuri discrete. 

Elementul cu reţinere de ordin zero furnizează la ieşire atunci când îi este aplicat un 
impuls unitar (5(t)) semnalul dreptunghiular: 


u, (© = a(t) -olt -T) = ha (3.30) 
iar funcția de transfer a lui va fi: 


RO S 
LEOL s 


H g(s) = (3.31) 
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Funcţia de transfer a întregii părți continui notată H; (s) se va calcula cu: 
H*+(s) = HeR(s)H(s) (3.32) 
unde H(s) este funcţia de transfer a procesului continuu. Se va obține: 


* H(s) H(s) „| 
| i tai 0) END ceai (3.33) 
s s 
Funcția de transfer a sistemului discretizat H(z) va fi: 
Zly(k ; H(s) H(s) 
[aa 200 zr oz LS) E) ee (3.34) 
Zlu(k)] S S 
Dacă notăm cu H2(z) funcția de transfer a sistemului discret obținut prin eşantionarea 
H(S) 
sistemului continuu a cărui imagine este s , atunci funcția de transfer a sistemului obţinut 
i : : | fie tt A H(s) ; Ă $ 
din eşantionarea sistemului a cărei imagine este 2o Tva fi: z 'H2(2); am ținut cont că 
s 
H(s ; ; : ut data alte E 3 Í ES ; 
Bi este imaginea unei funcții întârziată cu perioada T față de funcția a cărei imagine 
s 


şi că întârzierea cu un pas în domeniul timpului corespunde înmulţirii cu z`" 


H 
este He) 
S 


domeniul transformatei Z. Se obține: 
H,(2)= Hz) (3.35) 


H(z) se calculează atunci când îl cunoaştem pe He(s) prin transformările succesive 


cunoscute: 
-1 


H, (s) L sh (©) esantionare h, (kT) Z H, (2) 
Exemplu: 
Să se calculeze H2(z) atunci când |H (s)= k 
Ts+1 
kT k 
—ho(kKT) = ki(l-e 7) h>(hk)=ki(l-e 7) 


Notând: 
ei =a >hz(k)=kı(1 -a™) 
de unde rezultă: 


Ha (5 = Zh (91 = k| za] 


3.2.4. Răspunsul unui sistem discret în timp 


Calculul răspunsului unui sistem discret descris de ecuația (3.26) presupune 
determinarea seriei y(k) care satisface ecuaţia (3.26) pentru orice ke Z atunci când sunt 
cunoscute condiţiile ințiale convenționale atât pentru y(k) cât şi pentru u(k) şi este cunoscută 
u(k) pentru orice k. 

Cunoscând u(k) pentru k < 0 (k = -1,-2,...) şi pentru k > 0, valorile iniţiale y(0), y(1), 
...„y(n-1) se calculează cu ecuaţia (3.26) dând lui k valorile -1,-2,... . 

Seria soluție a ecuaţiei (3.26), se poate calcula termen cu termen din ecuaţia (3.26) 
ținând cont că din (3.26) rezultă: 

Wk+ N) = —[anaWk+ n 1)+an-2y(k+n-2)+...+ao(K)] + 

+Dmu(k + M) + bmau(k+m- 1) + ...+ bou(k) 

Ținând cont că u(k) se consideră cunoscut pentru orice k, atunci este cunoscută şi 
valoarea lui g(k) pentru orice k, unde: 

9(K) = Pmu(k + M) + bmiu(k+ m- 1) + ... + bou(kK) 
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şi 
yk=+n)=-lanıy(k+n-1)+any(k+n-2)+...+a(K] + gK (3.36) 


unde y(n-1), y(n-2), ....y(0) sunt cunoscute. Dând succesiv lui k valori: k = 0, 1, ... se obțin 
tocmai termenii seriei soluție. Acest lucru justifică şi determinarea de relații de recurenţă ce 
sunt atribuite relațiilor (3.26). 

Există posibilitatea dea exprima soluția ecuației (3.26) sub o formă analitică compactă, 
similară soluției sistemelor netede, adică: 


XK) =y) + YAk) (3.37) 
unde yı(k) este soluție a ecuației omogene: 
Wk+nNn)+anıy(k+n-1)+...+aoy(K)=0 (3.38) 


iar yk) este o soluție parțială a ecuaţiei (3.26). 
Dacă ecuația asociată omogenei: 

ZN+ appz! +...+a9=0 (3.39) 

are soluţiile y; atunci y„(k) se prezintă ca o combinație liniară de forma: 
n 
yı(k) = ckyiulk) (3 40) 

unde: 
- în cazul y; soluţii distincte şi reale atunci: 


Yah) = (3.41) 
- în cazul că una din soluţiile y; este multiplă de ordin de multiplicitate j atunci în loc de j 
termeni, în (3.40) vom avea: 


3.42 
(Ci + Cak+...+cyki | YA ( ) 

- în cazul că yi, ymı sunt două rădăcini complex conjugate ale ecuaţiei (3.40) atunci: 
city) + ci (ua E = ci sin(B;k+ Qi) (3.43) 


unde: cj ŞI ọ; sunt constante utilizate în locul lui ci. 

Pentru determinarea componentei forțate există mai multe metode: metoda 
coeficienţilor nedeterminați, metoda variaţiei constantelor adaptate pentru cazul discret. 
Astfel metoda coeficienţilor nedeterminați constă în: 

- dacă există o valoare p astfel încât g(k), g(k+1),..., g(k+p) sunt liniar independente iar 
g(k+p+1) se poate exprima ca o combinaţie liniară a şirurilor g(k), g(k+1),..., g(k+p), adică: 


YHk) = pog(k) + pig(k+ 1)+... +ppg(k+p) (3.44) 
unde coeficienţii p; se determină din condiţia ca y4(k) din (58) să satisfacă ecuaţia neomogenă 
k > 0 


(40), pentru orice 
Cu yı din (3.40) şi yr din (3.44) se obține o soluţie dependentă de n constante. Cele n 
constante se determină impunând condiţia de satisfacere a celor n condiţii iniţiale y(0), 
y(1),..., y(n-1). 
In cazul în care mărimea de intrare este impulsul unitar discret &k), mărimea de ieşire 
se numeşte secvenţă de ponderare şi se determină ca soluţie a ecuației omogene (3.38) pentru 
k > 0 având deci o formă identică cu (3.40) adică: 


h(k) = Ý C,y¥ pentru k20 (3.45) 


i=l 
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Cunoscut fiind h(k) se poate calcula soluţia forțată la o intrare oarecare cunoscută u(k) 
cu ajutorul produsului de convoluţie discret: 
k- 
y = hk- iuli) Ta 
soluția generală căpătând forma: 


yK) =3, ciyf +X, h(k- Duli) (3.47) 


3.2.4.1. Utilizarea funcţiei de transfer discrete şi a transformatei Z inverse la 
calculul răspunsului unui sistem discret în timp. 


În cazul în care sistemul pleacă din repaus, deci condiţiile inițiale sunt nule din relaţia 
(3.30) rezultă: 
Y2 = H(2U(z (3.48) 
Răspunsul discret se va putea calcula aplicând transformata Z inversă relaţiei (3.48), 
deci: 
NK) = Z"IHDUAI (3.49) 
Pentru calculul transformatei Z inverse a unei funcții oarecare există mai multe 
metode: 
a) Aplicarea funcției de inversiune: 


1 k-1 
y(k) = A dz (3.50) 


unde Teste un contur circular centrat pe originea planului Z şi de rază e° (c fiind abscisa de 
minimă convergență a integralei din L“(¥(s)) care trebuie să conțină toate singularitățile lui 
Y(z)z*|. Această metodă este incomodă în cazul general şi de aceea ea are numai o 
importanță pur teoretică. 

b) Descompunerea funcției Y (z) = H(z)U(z) în funcții simple: 


Să considerăm: MO aA 
Q(z) 
Se descompune Z în sumă de funcții simple: 
| pa (3.51) 
Z r Z-p 


unde c; se calculează cu acelaşi expresii ca şi în cazul sistemelor continui. Ținând cont de 
liniaritatea transformatei Z obținem y(k) ca sumă a transformatelor Z inverse a termenilor din 
membrul drept al relației (3.51). 


y(k) = i z` e 2] (3.52) 


Transformatele inverse a termenilor din relația (3.52) se obţin din tabele; s-a 
descompus Y(z)z şi nu Y(z) deoarece majoritatea transformărilor Z elementare conţin 
variabila z la numărător. 


c) Metoda împărțirii infinite 
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Această metodă se bazează pe dezvoltarea în serie Taylor a funcției Y(z) în jurul 
punctului de la o. Conform relaţiilor de definiţie a transformatei Z coeficientul lui z* va fi 
tocmai termenul k din şirul căutat. 


Fie: dp a ad, 
Q(z) 
Facem schimbarea de variabilă y =1/z şi definim funcția: 
o0) =Y (2), = YU 7) (3.53) 


Se dezvoltă ọ(y) în serie Taylor în jurul originii. Se obține: 


an= er (3.54) 
cu: 
_1 d'p(p) 
“ki dpk Sea 
Din relaţiile (3.53) şi (3.54) rezultă pentru z=! funcţia Y (2): 
Y(z) = Yez" (3.55) 
k=0 


Comparând (3.55) cu definiția transformatei Z pentru y(k) obținem: 


y(k) = ck 
şi deci termenii y(k) se pot calcula cu relația (3.54). 
Dezvoltarea funcției ọ(y) în jurul originii este echivalentă cu dezvoltarea lui Y(z) în 
jurul punctului de la o. 
Atunci când ne interesează un număr finit de termeni ai șirului y(k) în loc de a utiliza 
relația (3.54) se poate face împărțirea directă a polinoamelor Q(z) şi P(z) din Y(z). De aici 
rezultă şi denumirea metodei. 


3.3 Răspunsul la impuls a unui sistem discret 


Răspunsul cauzal a unui sistem la o intrare impuls unitar se numeşte secvență de 
pondere. Consider: 
Yk+1)-ayk)=bou(k) : cu valoarea y(-1) = 0 


% f ; : 1 pentru k=0 
Dacă semnalul de intrare este impulsul unitar :u(k) = 5(k) = 
0 pentru k+0 


y(0)=0 
y(l) = b, 

Se obține succesiv: y(2)= b,a 
y(k)= b,a“ " 


Răspunsul la impuls al unui sistem de ordin 1 va avea forma: 
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k-1 
ie ba“ k>0 
0 k<0 


Pentru un sistem care nu pleacă din repaus ci dintr-o condiție dată y(ko) răspunsul 
sistemului de ordin unu va fi: 


NK) =y +y(k) 
unde yı(k) este soluția ecuației: y(k+1) - ay(k) = 0. 
Y(ko + D= ay(k,) 
y(k, +1) = a° y(k,) 


y(k, +k) =a*y(k,) 


Pentru k> ko se obține: 


iar pentru ko = 0 avem: NK) = a“y0) 

Se observă rolul similar al termenului a* cu termenul e“ din cazul sistemelor netede. 
Pentru calculul răspunsului forțat vom amplifica relațiile: 
an1/ VW(ko + 1) = ay(ko) + bou(ko) 
an?/ ko + 2) = ay(ko + 1) + Dou(ko + 1) 

20 yko+n)=ay(ko+n—1)+boulko+n-1) 

Adunând relațiile, obținem: 
y(ko + n) = a"y(ko)+ bol a" lu(ko)+...+ u(ko+n-1)] 
y(ko + n) = a”y(ko) + bo = a" iu(ko+i-— 1) 

k-k : 
ko+n=k =>y(k) = a“ *oy(ko) + bo È a™iu(ko +i— 1) 
A al ai 
ko+i-l=i y(k) = akoy(ko)+ bo 2 au(i) 
i=ko 

Pentru cazul general: ko = 0 de unde rezultă: 

k-1 , 
y(k) = a*y(0) +3, boa“ u(i) 

cum: h(k) = boak| = boa% li = h(k cai i) i 

k- 

y(k) = a*y(0) +5 h(k- i)u(i) 


Pentru sisteme de ordin n avem: 
Wk+N) + ânaWk+n-— 1) +... + aoy(K) = bmu(k + M) + ... + bouk) 


k 

yk) =, h(k- Duh) 

Deci secvența h(k) se numeşte secvență de ponderare datorită rolului ei în calcularea 
răspunsului unui sistem la o intrare oarecare. 


Se poate defini şi un sens fizic al funcției de transfer discrete ca fiind imaginea 
răspunsului la intrare impuls unitar. 
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3.4.Analiza în frecvenţă a sistemelor discrete. 
3.4.1. Teorema eşantionării (Shanon) 


Fie o funcție f(t) continuă, cu un număr finit de maxime şi minime şi un număr finit de 
discontinuități de speța 1 (deci care admite transformata Fourier). Considerăm că f(t) este o 
funcție de bandă limitată, adică spectrul de frecvenţă al acesteia este limitat la o frecvenţă de 


pulsaţie œ, adică PIONS Fdo)=0 pentru oricare 0>0.. 


Eşantinăm acest semnal cu o frecvenţă a cărei perioadă este T. Semnalul eşantionat 
rezultat va fi aşa cum am văzut: 
fO=È ART) SC t-kT) 
KEN (3.56) 
Aplicând transformata Fourier în relația (3.56), obținem: 
F* ljo) =}, KkKDe oT 
! Š f (3.57) 
S-a ținut cont că: 
FS- kT)] = LIS —kT)] ea jo = 6 hsjo = e” 
adică F'*(jo) pentru we(—00,+00) repetă aspectul lui F*(jo) în intervalul 


(n-o. <@o<(n+7)o, o =F 


„cu ; 
Pentru a arăta acest lucru vom considera F*(jo) şi F*(jomop astfel: 
Pioaan EE fe Torre) = 3 free e Aer 
k=0 k=0 
giKTnor = pinnT“E eikn2n = | = 
F'liootnon] =}, RKDe to» = F*(joo) 
ceea ce era de demonstrat. 
Dacă f(t) este de bandă limitată, spectrul ei de frecvenţă arată de exemplu ca în figura 3.5. 


Cum 


F(j&) FÉ j) 


Fig. 3.5. Fig. 3.6. 


Dacă frecvența de eşantionare este mai mare decât dublul frecvenței de tăiere: 


O7> 20c, atunci spectrul de frecvenţă a lui f(t) va arată ca în figura 3.6., astfel spus, 
spectrul de frecvenţă al semnalului eşantionat este complet caracterizat de spectrul semnalului 
continuu şi se obține prin repetarea acestuia obținut. 


Dacă O 7 < 20 c atunci spectrul semnalului eşantionat obținut prin adunarea spectrelor 


în intervalul [70 c» © cl va arăta ca în figura 3.7. 
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-OTR WT 


Fig. 3.7.. 


< . ; KA a SE T 
Se observă apariția suprapunerilor în jurul pulsaţiei W7 ceea ce face ca spectrul 


semnalului eşantionat să nu mai fie identic cu spectrul semnalului continuu. 

Teorema lui Shanon: Dacă un semnal f(t) este de bandă limitată (adică nu conţine 
frecvenţe mai mari de &.), atunci acesta este complet caracterizat de eşantioanele lui luate cu 
frecvenţa cr dacă este îndeplinită condiția: or >2a.. Dacă nu este îndeplinită acestă condiție, 
prin eşantionare se va pierde din informația semnalului f(t). 

~n practică se ia frecvenţa de eşantionare de 10 +100 de ori mai mare decât frecvența 
Oe. 


3.4.2. Caracteristici de frecvenţă pentru sisteme discrete. 


Răspunsul la frecvenţă a sistemelor discrete reprezintă răspunsul unui sistem discret la 
intrare sinusoidală complexă: 

u(t) = U mejoot 
a cărei transformată z este: 

Z 

uz = U m Lele 

Ținând cont de acest lucru se obține răspunsul forțat a unui sistem discret a cărei 
funcţie de transfer este H(z) sub forma: 

y(K) = Y peloso 
unde: 


Y, sU aE) 


şi 

ọ = arg [H(e®?)], 

Deci răspunsul la intrare sinusoidală este tot un semnal sinusoidal de aceeaşi frecvență 
dar de amplitudine şi fază diferite, dependente de H(eioo), Răspunsul la frecvenţă se obține 
înlocuind z din z-funcția de transfer cu Ei”. Caracteristicile de frecvenţă sunt aceleaşi ca şi în 


cazul sistemelor netede, dar intervalul de variație a lui æ va fi 0-r ţinând cont că H(ei00) este 
periodică cu perioada 2r iar caracteristicile continui nu se trasează pentru pe(-o0,%0) ci pentru 
we(0, æ). 
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3.5. Elemente tipice din compunerea sistemelor discrete. 


Datorită formalismului identic al funcțiilor de transfer a sistemelor netede şi a z-funcțiilor 
de transfer a sistemelor discrete, analiza sistemelor discrete se va face prin descompunere în 
elemente tipice, conform aceloraşi reguli ca şi în cazul sistemelor netede, rezultând o clasificare 
similară a elementelor tipice discrete şi anume: 

- Din punct de vedere a întârzierii între mărimea de ieşire şi mărimea de intrare: 

- elemente neinerţiale (ideale). Ecuațiile elementelor discrete se obţin din cele ale 
elementelor continui, aproximând derivata prin dx/dt = (x(k+1) - x(k))/T. Cele mai importante 
sunt: 

- element proporțional discret: y(k) = kpu(k), H(z) = kp 
- element integrativ discret: y(k+1) - y(k) = ki - u(k), H(z) = k;/(z-1) 
- element derivativ discret: y(k+ 1) = (u(k+1) - u(k))ka, H(z) = ka(z-1)/z 
- elemente inerţiale: 
- element T; discret: y(k+1)-y(k)(1-T/Tı) = T/Tıu(k); H(z) = (-a)/(z-a). 
unde a = 1-T/T;, T; constanta de timp şi T intervalul de eşantionare. 
ki 


——— 1 —— cu n<1 şi ky = 1-2ma+a”. 
z’ - 2maz + a? (i du ý 


- element Tz discret: H(z) = 
- Din punct de vedere al repartizării zerourilor z-funcției de transfer: 
- elemente stabile care au polii repartizați în exteriorul cercului de rază unitate, iar 
eventualii poli de pe cercul de rază unitate sunt poli simpli; 
- elemente instabile cu poli repartizați în întreg planul z. 
- Din punct de vedere al repartizării zerourilor: 
- elemente în fază minimă - care au zerourile poziționate în exteriorul cecului de 
rază unitate; 
- elemente în fază neminimă - cu zerouri în întreg planul z. 
- Din punct de vedere al timpului mort: 
- elemente cu timp mort; 
- elemente fără timp mort. 
a)Element de tip P: 
Modelul matematic este: 
y) = ku) ; HE) = kp. 
Funcţia pondere are expresia: h(k) = Z! [H(z)] = kpá(k); graficul este prezentat în fig. 3.8. 


hkj 


fig.3.8 


Răspunsul indicial este dat de: w(k) = Z7 [kpz/(z-1)] = kpo(k); graficul este cel din fig. 3.9. 
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vE) 
1 


Fig. 3.9 
Răspunsul în frecvenţă : H(@®°) = kp, 
Caracteristicile de frecvență având expresiile: M(o) = kp; Hae(0) = kp; Hm(@) = 0. 
Aspectul grafic al caracteristicilor de frecvență este prezentat în figura 3.10. 


FEB Hirn Hitna Mà i 
kp ky 
kp 
LIT] Ei Hre CEE] EA 
a) b} c} d} e) 


Fig. 3.10 


b) Element de tip I: 
Este descris de un model matematic de forma: 
[y(k+1)-y(k)] = kru(k), 
rezultă 
H(z) = kı ⁄(z-1). 
Functia pondere va fi: 
h= z" [Æ]; 
z-1 
H oy 
Z Z zZz-1 
rezultă 
Z 
h(k)= Z ka il = k,Lok)-5(k)]. 
Răspunsul indicial: 
n Z 
w= Z [Ho] = z 1-A] = kik. 
z-1z-1 
Aspectul grafic al răspunsurilor în domeniul real este prezentat în figura 3.11. 
KE wik) 


Fig. 3.11 
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Răspunsul în frecvenţă: 


ei”-1 cosotjsino-l coso-1+ jsino 


_ ki(coso-1- jsino) _ ki(coso-1- jsino) 


(coso-1) +sin?20 2(1- cos) 
_ ki(coso-1)_ ki 
H re 7 aia > 
2(1-cosøæ) 2 
. © O 
. 2 sin — cos — 
H SERE) PRE... ANRE A da e ERE si ca 
i 2(1-coso ) 4an l 2 2’ 
sin 
2 
He”): i; 
2(1-cosø) 


2sin 2 
2 


oo) = arctg (ctg 62) = arctg(tg(-(72 + @/2))), 
olo) = —(772 +02), 


Alo) = 20 1g k’; — 20 1g9(2 sino/2). 


Aspectul grafic al răspunsului la frecvență este prezentat în figura 3.12. 


M 
lie Faria () 


i Alò p 


Hre 


d} 2) lgo 5 în: 


Fig. 3.12 
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c) Element derivativ: 
Modelul matematic este: 


y(k + D= ka 
Funcţia pondere are expresia: 
h= Z” lka] = Za E = kalZ’ (+ z"))= ka(509-Ak-1). 
Răspunsul indicial se calculează cu relația: 
z-1 z 


w(k)= Z L a ka ô(k) 


Aspectul grafic al răspunsului în domeniul m Sa T în figura 3.13. 


hik) | 
| 2 k ” k 


Fig. 3.13 


u(k +1)-u(k) DE Z-1 
T , H(2) ka p > 


Răspunsul în ds a 
o] coso + jsino-l coso -1+ jsin)(coso- jsin 
H(e!*)= ka ta J30 E £ j X j )_ 
e cosæ@ + jsino 1 


=(1-cosøæ+ jsinøæ)ka4 
Hae=ka(1-cos); Him = Kasin o; gp(o)>arctg sino1-cosæ)=arctg(ctg oa 2)=n/2-0/2. 


M(o)= J -coso ) + sin? = j2(-coso)= sin 


Caracteristicile de frecvenţă ale elementului de tip D sunt ne tuia în figura 3.14. 


Hre 
[a 
Him a 
At) p 
lew 
d) Hre id ĵ w 


Fig. 3.14 
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d) Element PT: 
Pornind de la modelul matematic al unui element de tip PT1 continuu: 


d 
Tia + y(0= ku), 


N ii 09 = ud) 


rezultă 
T T 
y(k + 1)- (RD - —)> —k,u(k). 
Ti Tu 
Notăm 1-T/T; = a rezultă y(k+1)-ay(k) = kp(1-a)u(k) 
A 1-a 
şi Hk E? 
z-a 
pentru a în intervalul [-1,1), relații ce constituie modelul matematic al elementului PT1 discret. 
Funcţia pondere are expresia: 


h(k) = zik, k(d-a)zi-Î; CAI e e RE SOREL „rezultă: 
z-a Z-a Z Z z-a za a(z-a) 
1-a Z 1-a 
h(k) = pe D ije pedig -5(K)). 
a z-a a 
Aspectul grafic al răspunsului la intrare impuls unitar este prezentat în figura 3.15. 
hE 
E 


Fig. 3.15 
Răspunsul indicial se calculează astfel: 


1-a Z 
w(k)= Z“ [k, —*—] = k,(1-a)* zi 
z-a z-l 
HØ ca, co łą d 
Z z-a z-1 a-l z-a l-a 


rezultă o(k) = be ae) =k (olk)-a*) 
z-1 z-a 


Z 
-eD 


* 


1 
z-1° 


Aspectul grafic al răspunsului pentru diferite valori ale parametrului a este cel din fig. 3.16. 


D wE) wE) a1 


üsas] -1xazi a=0 


wE) 


E 


k i 


a) b) 
Fig. 3.16 


d) 
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Funcţia de transfer în frecvenţă: 
_ _ .. 
H(e”°)= 1 a o = (1-a)* E, a-j d —=(1-a) í 
e-a cosotjsino-a cos w-2acosota“ +t sin o 1-2acoso+ta 


coso-a- jsino 


Partea reală, respectiv imaginară au expresiile: 
coso-a sin o 
He= (0) Him > a). 
1-2acosota 1-2acosota 
Celelalte caracteristici de frecvenţă au expresiile analitice: 


M(o)=(1-a) doem e Aba ol d 
CosW-a 


1-2acoso +q’ 1-acoso +q’ 


Aspectul grafic al caracteristicilor de frecvenţă este cel din figura 3.17. 


Fig. 3.17 


e) Element PT>: 
Ecuația care constituie modelul matematic în domeniul real este: 
y(k+2) - 2amy(k+1) + a“y(k) = ku(k), cu |a| < 1; /p/< 1, 1- 2aņ+ a” = k, astfel că H(0) = 1. 
Modelul în domeniul complex rezultă: 
— k 
z-2ampz+a2 
Funcţia pondere are expresia: 
160 I-A EET <z z= zi [Ees ei îi a asi = 
z--2amz ta a z - 2aetaz + a 


H(z)= 


Rona z -anz anzi 1-7 
= 2 l- zt Fi 
a z-2amz2+a 1-7 (z -2anz+a°) 


Notând cu 7 =cosa rezultă: 
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z(z -acoso) nza sin o 


z’ -2acosaz + a” T- n (z -2acosaz +a i 
Trecând în domeniul real se obține: 


hp= ZI [1- 


h(k) = ke [5-a cosok + a“ sin ok] . 
a 1-7 
Notând —/—= ctga rezultă: 
1-7 
h(k) = Saws _sin(ok- a )) 
Răspunsul indicial: 
k Z 
w(k)= z7 * = k)-a“sin(@r-a )), 
V= Z arg pi OO- sioa) 
1-ņa 


unde s-au folosit notațiile: N = coso, ky=1-2na+a”, ctga = 


1-7 l 


Aspectul grafic al răspunsului la impuls şi la treaptă este prezentat în figura 3.18. 


(E) 
hik) 
k 
a) b) k 
Fig. 3.18 
Funcția de transfer în frecvență are expresia: 
k p = kp 


H(e”)= 


e22- 2na e? +a?  cos20- 2ņa coso + a° + 2j sin æ( cos æ - ņa) 
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CAPITOLUL IV 


DESCRIEREA INTERNĂ A SISTEMELOR DINAMICE 


Dezvoltată în ultima perioadă, descrierea internă a sistemelor sau descrierea prin ecuații 
de stare, presupune punerea în evidenţă a variabilelor de stare, numărul variabilelor de stare fiind 
egal cu ordinul ecuaţiei diferențiale care, constituie domeniul matematic în domeniul timpului a 
sistemului respectiv sau cu gradul polinomului de la numitorul funcției de transfer. 

Descrierea internă se realizează aşa cum a fost arătat deja, prin două seturi de ecuații: 

- un set de ecuaţii diferențiale care exprimă evoluția în timp a variabilelor de stare în 
funcţie de evoluția semnalului ( variabilelor de intrare). Acest set poartă numele de ecuaţii de 
stare sau ecuații stare-intrare; 

- un set de ecuaţii algebrice care exprimă evoluţia semnalelor de ieşire funcție de evoluția 
în timp a variabilelor de stare, eventual de variația în timp a semnalelor de intrare. Acest set 
poartă numele de ecuaţii ieşire-stare-intrare. 

Forma generală a descrierii este: 

X = AX +BU 


Y = CX + DU 


(4.1) 


Pentru rezolvarea primului set de ecuații este nevoie de cunoașterea valorilor de stare la 
un moment dat (X(T)), aceste valori constituind condițiile inițiale, precum şi de cunoaşterea 


evoluţiei în timp a mărimilor de intrare. Soluția generală a ecuației va fi obținută pentru t > T. 

Unei descrieri interne îi corespunde o singură descriere externă. 

Unei descrieri externe însă, îi pot fi asociate o infinitate de descrieri externe. Acest lucru 
poate fi arătat intuitiv astfel: fie X un vector de stare a cărui evoluție caracterizează intern un 
sistem. Dacă aplicăm un operator liniar N acestuia, obținem un alt vector X; = NX care are valori 
diferite de valorile lui X pentru oricare momentt, dar a cărui variație în timp este identică cu a lui 
X. Aplicarea operatorului liniar corespunde modificării (translatării) originii spațiului vectorului 
X. Cum evoluţia în timp a vectorului de stare caracterizează sistemul şi cum cei doi vectori au 
evoluţii identice, rezultă că vectorul X, este de asemenea un posibil vector de stare; deoarece 
putem defini o infinitate de operatori liniari, rezultă posibilitatea obținerii unui număr infinit de 
descrieri interne. 

S-a dezvoltat descrierea internă deoarece prezintă unele avantaje precum: 

- descriere formală identică pentru sisteme monovariabile şi multivariabile; 

- utilizarea calculului matricial convenabil din punct de vedere al analizei prin intermediul 
calculatoarelor numerice; 


îi: aerial 


- se pot explicita noi proprietăţi ale sistemelor precum observabilitatea şi controlabilitatea. 


4.1. Metode de alegere a variabilelor de stare pentru sisteme netede 
monovariabile. 
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4.1.1. Forma canonică controlabilă 


Pornim de la descrierea externă în domeniul timpului: 
(n) (n-1) — -1 
y” taniy” +... + ao = bau” + bau VF... + bo (4.2) 


-1 
Dm s” 25 bm- s” + azere T bo 


(4.3) 
s’ tanis" +... + ao 


cu funcția de transfer: H(s) = 


Pe baza algebrei funcției de transfer putem considera că sistemul, a cărui funcție de 
transfer a fost prezentată, este alcătuit din două subsisteme legate în serie ca în figura 4.1. 


Fig. 4.1. 


Se aleg ca variabile de stare originalul semnalului convențional Y (s) şi cele n-1 derivate 
ale acestuia, adică: 


XI Yı 
3 Vi Xa x] A e La 
(4.4) aranjând convenabil rezultă (4.5) 
(NED e a i (02 E 
at E? > ama = st? Yi Xa 
— "D , —_ (nD 
Xn © Yı = i 4 


Cum setul ecuaţiilor de stare conţine n ecuaţii iar în (4.5) avem numai (n-1) ecuaţii cea de 
a n-l ecuaţie se obţine extrapolând (4.4) şi anume: 


Xp = y (4.6) 
Din figura 4.1. rezultă: Yi(s)(" + ans + ...+ ao) = U(S) (4.7) 
Trecând în domeniul timpului prin transformata Laplace inversă obținem: 
nM -D (n2_ n 4.8 
yı an-1 Y an-2 Y „do tu (4.8) 
tinând seama de (4.4) şi (4.6) din (4.8) obținem: 
Xn = = 00 X1- 01 X3- e - An-1Xn tu (4.9) 


Relaţia (4.9) completează setul (4.5) obținându-se astfel setul ecuaţiilor de stare: 
X = AX + BU, unde 


0 1 0 0... 0 
0 
A=[ 0 0 1 0. 0], A(nxn)şi B=/ 7,B(nxl). 
-dọ “dAl se see see a-l - 


1l 
(4.10) 
Setul ieşire-stare-intrare se obține plecând de la funcția de transfer a elementului al doilea 
din figura 4.1, rezultă: 


FAS bns bras tast po) Y(S) (4.11) 
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Trecând în domeniul timpului şi ținând cont de (4.4) obținem: 
VÉ) = boxit bixzt -+ bm Xm+1 (4.12) 

Scrisă matricial: Y=" X (413) 
unde, E. este un vector linie cu m+2 elemente C7 = [bo br... bm+uj,iar D=0. 

In cazul în care m = n, Xn+u nu există şi ultimul termen, din (4.11) se obține cu (4.4) şi 
(4.9), rezultând: 
VÉ) = boxit bixz* st bn-1Xn + bn [- 0% 41X277 An-1Xn tU] 
sau 

VØ = (bo-aobn) xit (bi-arbn) x2 -+ (bn-1- an-1br) Xn tU bn 

Ecuația (4.12) va căpăta forma: Y = C% X + D' U, unde: 

C" = [bo- pba bi- arba ss Baa” Guabal 

D=b, 
Expresiile obținute anterior pentru C” şi D sunt forme particulare a ultimelor expresii. 


4.1.2. Forma canonică obsevabilă 


Considerăm cazul m = n şi aplicând transformata Laplace în (1) obţinem: 
s"y(5)* ans" VS) +. ao (5) bn s"u(5) bass" u(S) +... + bou(5) (4.14) 
sau s"(Y(S)-b,U(S)) s"( ana P(5)- bas U(5)) tt sl ar Y(s)- biU(5))+ aoY-boU =0 (4.15) 
Se aleg variabilele de stare sub forma; 
X (5) = Y(s5)- b„U(5) 
X2 (s) z s(Y(s) T bn U(s)) ag Gn-l Y(s) 5 bn-1 U(s) = SĂI (s) + Gn-l Y- bnU 
X369) = s (S) - bnr U(S)) + 8(an-1¥(S) - bn-1U(5)) + an-2 Y(5)- bn-2U(9) = 
= sX 2+ an-2Y(5)- bn-2U(5) 
Xt) = s O) -br U) + s? (an1¥)- bn-2U)) + -+ anr Y) - bn- UO) = 
= SX k-1 T an-k+1 Y (S) - bn-k+1U (S) 


(4.16) 


X (5) = S (6S) - bn U(S)) + s™? (an-1Y(69) - bn-1U(8)) +... + a1¥(8) - b1U(8s) = 


= sX nr ta Y(5)- brU(s) 
Înmulţind ultima ecuaţie cu s şi ţinând cont de ecuaţia (4.15) obținem: 
sX (5) = -(a0Y(5) + boU(s)) (4.17) 
Trecând în domeniul timpului prin transformata Laplace inversă, obținem: 
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X, = Y- bau 
x17 X2 - ( an-1 Y - bn-14) 


X27 X37 (an-2 Y - bn-1 u) 


(4.18) 
Xp-1 7 xn- (aY > bit) 
A xa > -(ao Y - bou) 
Inlocuind pe y din prima relaţie y = x; + b„u se obține: 
X15 X2- Qn-1X1 TU(ba-1- Dna) 
X2 > X3- An-2 X1 FU( ba-2- bn an-2) 
EEO E E E (4.19) 
Xn-1 7 Xn- axıt U(bi- bai) 
Xna = -ao x1 t (bo - bnao0u) 
Notând cu k = bn-k - Pnan-x obţinem: 
X= X2- an1Xx1 tu p; 
X2 > X3- dn-2X1 fu B, 
ED salt (4.20) 


Xni Xa Ax CU Bu 


Xa = -aoxi tu P, 
Setul de ecuaţii (4.20) va reprezenta setul ecuațiilor de stare unde: 


l-a, 10... 0] Bi 

-a> 0 1... 0 p 
A= |, B= 

-a 0 0 

l-a 00.. 0] B 


Prima ecuație din (4.19) y = x; + b„u va reprezenta setul ieşire-stare-intrare cu: 
C =f[10...... 0], D= b, 
Condiţiile inițiale se obțin din ecuațiile (4.18) considerând y(0-) şi u(0-) cunoscute. 


4.1.3. Forma canonică diagonală: 


Considerăm sistemul cu funcția de transfer : 
-1 
H(s) = bns” F bms” a + bo 
s” tanis" ta Edo 


a) Dacă polii funcţiei de transfer sunt reali simpli A4,Ab... An, atunci putem scrie: 
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TA2 n 


EER EER L E EL) (4.21) 
1 S-A S-A 


unde C1,C2,C3,....Cn se calculează cu Cy =H(s) (5-44) | 


Se aleg variabilele de stare astfel: 


ie ue 
S- Ai 
nao- uu 
s-a (4.22) 


Xa) = Ug) 
S-A 


n 
trecând în domeniul timpului obținem: 
xı7 Aixıtu 


x27 Åx2+tU (4.23) 


Xn T ÅnXn TU 


Setul (23) reprezintă ecuațiile de stare, matricea de evoluție fiind: 


A 0 0 .. 0] I 
0A 0. 0 1 
A=|0 0 4 .. OJ, iar B=| 1 
[0 0 0O. 4] |1] 
unde A este matricea Jordan, şi indică faptul că variabilele de stare sunt complet decuplate 


(independente). 
Ecuațiile ieşire-stare-intrare se obțin din (4.21) prin transformata Laplace inversă, deci: 


yt) = Cixi t Cata FC Xn 


CST OG] 
iar 
D=0. 
b) Dacă polii funcţiei de transfer sunt reali multipli (exemplu: fie à; ordin multiplu de ordin k) 
atunci imaginea ieşirii poate fi scrisă sub forma: 


Cu Ca Cu Cr Cn 
Y(s)= /[ + ++ ]+ +..+ JU(s) (4.24) 
S-A 66-A) (S-A S- Akr S - An 


Se aleg variabilele de stare astfel: 
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1 
XIT X2 
S- An 
1 
XF X3 
S-A 
1 
X k-17 s] Xk 
: (4.25); 
X7 U 
S-Àı 
1 
X k+l U 
S- Ana 
1 
S- An 
trecând în domeniul timpului rezultă: 
X1 > ixit x2 
x25 Aix: i 
ici > Å1Xk-1T Xk (4.26) 


Xr > Arx tU 


Xk+ T An Xka TU 


Xa An Xn TU 


Matricea de evoluție va fi: 


[A 1 0 0 ] 
0 Al 0 0 0 

0; +0. 4, 0 
ps a 
A 0 0 
0 0 0 0). Aia 0 
lo 0 0 0 0 A, | 


iar matricea de intrare: 
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ŞI 


c) polii funcției de transfer sunt complex conjugaţi simpli: 
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Considerăm o pereche de poli complex conjugaţi 1,2 = a + jB. Corespunzător celor doi 


poli complecşi definim variabilele de stare: 


x > Aixıitu= (a+ jB)xitu 
x25 Aoxotu=(a-jfB)xotu 


(4.27) 


Cum variabilele complexe nu au în general sens fizic definim două variabile de stare 


reale: 


_ XrF X2 3 __ X17 X2 
X11 > X2 


2 2j 


Rezultă din (4.27) şi (4.28) : 


rt R ; - 
R] X2 = g% X + jpg X2 


+tu=Q yxu- xp tu 
XII XI 
2 2 12 


SIIKI a o NIT Aia Ea AI A e 
X12 i a+ | A Bxuta x 
2j 2j 2j 
Ecuațiile matriciale vor fi: 


xı) [a -£ 0 0 o| [xu rr 

xz:| | «a 00 0| |lx»] |0 

„x50 0 4 0 0|*| x +] 1|*u 
0 


lag |: AD. 00 305 FU ta sil] aia Lu] 
Din descompunerea lui Y(s) în fracții simple rezultă: 


yt) = Ci1x11 + C12 X12 + Caăz +... + Cn Xn, 


cu 
Cii T (Ci + C2)/2 şi Cı? = (Ci S C>)/2j 


unde C11, C12 se determină ca orice reziduu al lui Y(s) într-un pol simplu. 


(4.28) 


(4.29) 


(4.30) 
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4.1.4.Variabile de stare fizice 


Această metodă se poate aplica numai în cazul polilor reali simpli. 
Vom considera pentru început un sistem a cărei funcţie de transfer are forma 
particulară: 


H(s)= SEE. n (4.31) 


Ils —4,) 


Ținând seama de regulile algebrei funcțiilor de transfer, se poate considera că sistemul este 
obținut din legarea a n+1 elemente în serie, schema funcțională având forma din figura 4.2. 


Uţs) XA X% [11% T |Xn Y(s) 
EA GE -EPE 


Fig 4.2 


Se aleg ca variabile de stare mărimile de ieşire a fiecărui element din schema 4.2. 
funcțională, rezultând sistemul: 


x) Ub) 


1 


XA) 


2 
1 
X, (s) = ——— X, (s) 
S- À, 
Aplicând transformarea Laplace inversă şi trecând în domeniul real se obține: 


x' = AX, +u(t) 


e = A,X, +X] 


(4.32) 
x, z AX + Xai 
Rezultă următoarele expresii pentru matricile A şi B 
a 0 0 ] [1] 
A 0 ... 0 
A=|0 1 4&4 . Of B=|0 (4.33) 
0 0 0 1] L0 | 


Trecând în domeniul timpului relația rezultată din funcția de transfer a ultimului 
element din schema funcțională din figura 4.2. rezultă: 
y =b,x 
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De unde se pot deduce expresiile matricilor C şi D astfel: 
C'=|0 0 0 .. b  D=0 


In cazul în care funcţia de transfer a sistemului are forma generală: 


mos — (4.34) 


Se poate considera că sistemul este obținut din următoarea schemă funcțională: 


Fig. 4.3. 


Ținând cont că se poate scrie: 
S-Z; 4, —z; 
T 
s—À; s—4, 


schema funcțională din figura 4.3. poate fi pusă sub forma: 


Fig 4.4. 


Se aleg ca imagini ale variabilelor de stare mărimile de ieşire din fiecare element al schemei 
funcționale din figura 4.4. 


A -=z 
Ă,(s)= | ! 


a 
X, (s)= = = 


(A (5) +U(s)) 


A (5) În = (X nal) +X n2 (s)+...+ X (s)+U(s)) 
SAn (4.35) 
(Xa (5) +X na(s) +... +X (s)+U(s)) 


N i (s) = 


m+l 


X mal (s) 


Xa) 


n 


Aplicând transformata Laplace inversă se ajunge în domeniul real la: 
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x E) =x (t) +A —zu(0) 

xi E) = (4, — z,)x @) + Ax (t) + (4, — z, Jut) 

XA) AA S Zn 0 +4, — Zn x A) H.A > Zn Xna EHAAn OH An S Zn Ult) 4.36 
Xa OEA OBEA (0 + + Anu nu (Dr u(D (90) 
e AI (£) T X (£) T Am2 Xm? (£) 


x', (PD > Xa Dr A,x, C) 


Scris sub formă matricială sistemul 4.36 devine: 


ral Ț 4 0 0 0 0 0 | x A -z 
ia AEZ; A» 0 0 0 0 x A d 
X Aa Za pia En A, 0 0 0| x, A 
= + eu (4.37) 
X'ma 1 Ami 0 0 X m 
X' m42 0 0 0 1 Am2 X m 0 
(x, J L 0 0 0 0 0 Alxan L 0 | 
Ecuația intrare-stare-ieşire se obține din funcția de transfer a ultimului element din 
figura 4.4.: 
Y(s) =kX, (s) 
Relație care devine în domeniul real: 
VO = kx, (6) 


Rezultă forma matricilor C şi D: 


C'=l0 0 0 .. &l  D=o (4.38) 
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4.2. Sisteme multivariabile netede 


Din punct de vedere al formalismului, descrierea internă a sistemelor multivariabile 

este identică cu descrierea internă a sistemelor monovariabile, adică: 
X'= AX + BU 
Y = CX + DU 


Deosebirea constă în faptul că U şi Y sunt vectori, iar B C şi D sunt matrici de dimensiuni 
corespunzătoare: 


(4.41) 


u Yi bu bo irn Ci Chp Cin di dp dim 

u, Ya ba ba b, Ca Cn C3 dı dy 2 
U =| [=] [8 "G= "|D i 

Un Yp ba bu Ai Dym Cpi Ca C pn dp d d yn 


Analiza unui sistem descris prin ecuații de stare presupune determinarea variației în 
timp a variabilelor de stare, adică rezolvarea ecuației de stare (prima relație din 4.41). 


4.2.1. Matricea de tranziție (soluția ecuației omogene) 


Ecuația omogenă a cărei soluție o reprezintă matricea de tranziție este ecuația 
matricială: 
X'= AX (4.42) 
A rezolva ecuația (4.42) înseamnă a găsi soluția generală a acestei ecuații diferențiale. 
Fie M(t) o matrice pătrată de dimensiune nxn care satisface această ecuație, adică: 


M'()= AM (t) (4.43) 
Conform definiției produsului matricial, fiecare coloană a acestei matrici va satisface ecuația 
omogenă, adică: 
M' (2) = AM,(0) (4.44) 
Presupunând că determinantul matricii M(t) este diferit de zero, deci matricea este 
nesingulară, matricea M(t) se va numi matrice soluţie a sistemului. 
Facem o schimbare a vectorului de stare definită astfel: 


X(0=M(DX(0) (4.45) 
Noul vector de stare trebuie să satisfacă de asemenea ecuația omogenă (4.42), adică: 
M'(X(0)+M(DX'(0 = AM(DĂX(0) (4.46) 


Cum însă M(t) este o matrice soluţie, atunci satisface relația (4.43) şi deci din (4.46) rezultă: 


M(DX'(0)=0 (4.47) 
Ținând cont că determinantul matricii M(t) este diferit de zero, rezultă că singura 
posibilitate de a satisface ecuația (4.47) este ca : 


X'(5=0 
Deducem de aici că matricea X este constantă. Orice soluție a ecuaţiei omogene se va obţine 
prin înmulțirea matricii soluţie cu o matrice constantă (notată C), adică: 


X(0=M(C (4.48) 
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Din relaţia (4.48) rezultă că orice soluţie a ecuaţiei omogene este o combinaţie liniară 
a coloanelor matricii soluție. 
Dat fiind că determinantul matricii M este diferit de zero, rezultă că coloanele matricii 
M(t) sunt liniar independente şi formează un sistem fundamental de soluţii. 
Presupunem în continuare o matrice P(t,r) care se bucură de proprietățile: 
b(7,7)=1 — matricea unitate 
D'(t,T)= A(t, T) — satisface ecuatia omogena 
Dat fiind că Ọ(t,t)=I rezultă că determinantul matricii ®(t,t) este diferit de zero, deci 
coloanele matricii (t,7) sunt liniar independente şi formează un sistem fundamental de 
soluții. Soluţia generală a ecuaţiei omogene va fi o combinaţie liniară a acestora, adică: 


X(t) = (t, tT)C (4.49) 
Punând condiția ca soluția generală să satisfacă condițiile inițiale X(t) din relația 
(4.49) obţinem: 


X (7) = b(7,7)C (4.50) 
Ținând cont de faptul că: b(7,7) = I , rezultă: X(T) = C 
Înlocuin în 4.49 obţinem: 


X(P = P(t, T)X (T) (4.51) 

Expresia (4.51) defineşte soluția generală a ecuației omogene care satisface condițiile 
inițiale (deci o soluție particulară). Această soluție descrie evoluția liberă a variabilelor de 
stare pornind din condițiile inițiale X(t), atunci când u(t)=0, notată X(t). Soluția liberă a 
sistemului Xu(t) depinde de proprietățile interne ale sistemului. 

Matricea ®(t,t) care exprimă componentă liberă X(t) determinată de condițiile inițiale 
X(T), se numeşte matrice de tranziție a stărilor. 

Fiecărui termen Ọ;j al acestei matrici i se poate atribui un sens fizic. Pentru aceasta 
vom considera că toate elementele vectorului X(t) sunt nule cu excepţia componentei x:(t) 
care se consideră egală cu unitatea. ~n acest caz componenta liberă va fi: 


[x(9] 0, O, . D; în 0 D, 
LOL TD, Dy a Py a D, 0| |o, 
e I E a e e e a Ee 4.54 
0) LOAI lo, o, .. 0, n O, I| TO, Gt 
(xO) [Ou Du za Ou ae On | PO: [O7 


Adică fiecare termen ®; reprezintă evoluția liberă a variabilei de stare x; determinată de 
condiția inițială x;(1). 
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4.2.1.1. Determinarea matricii de tranziție a stărilor 


Funcţia de tranziție a stărilor se bucură de proprietatea: 


P(t, T) = P(r- 7,0) = b(0,r-0) (4.55) 
Matricea de tranziţie a stărilor se va bucura de aceiaşi proprietate. Fie matricea soluţie a 
ecuaţiei omogene M(t,1): 
M(t,7)= M(t-—7)= b(t,7)= b(r- 7,0) 
Vom considera M(t-r) de forma: 


M(t-7)=I+M x D+ Ma x(0— 0 +...+M,x(t-1)" (4.56) 

Cum M(t-7) este matricea soluţie, ea va satisface ecuaţia (4.42). Înlocuind în relaţia (4.42) pe 
M(t-7) din (4.56) se obţine: 

M, +2M,x(t=T)+...+kM, (t-r) = A+ AM,- (t-T)+ AM,- (t=T) +... (4.57) 


Prin identificare după puterile lui t-t se obține: 


M,=4 
M 

M, = aE 
29 
M 

pie plz daia 0 iata (4.58) 
Cai E A 

m 

M, => 


Înlocuind Mı, M>, ..., Mx din relaţia (4.58) în relaţia (4.56) şi ţinând cont că pentru 
matricea soluție (7, 7=1, adică M(t- t)=M(0)=I se va obţine: 


2 i A” E Ar S k 
M(t-rt)=I+4x(t Jol x (t=T)? +...4 (t=T) se ai (t pya CNR 
2 k! n! k=0 k! 
(4.59) 
Suma din membrul drept al relației (4.59) reprezintă dezvoltarea în serie în jurul 


originii a funcției de matrice e“'/7, deci: 


D(t, T) = e” (4.60) 
Soluția ecuației omogene pentru sisteme invariabile în timp devine: 


XA = O(t -1,0) X(T) =e x X(T) (4.61) 
4.2.1.2. Metode de calcul a matricii de tranziție: 
Matricea de tranziție se utilizează pentru calcularea răspunsului sistemelor netede, 
având acelaşi rol în calcularea răspunsului sistemelor în cazul descrierii interne ca şi funcția 


pondere în cazul descrierii externe. Vom prezenta în continuare mai multe metode pentru 
calcularea acestei matrici: 
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a) Dezvoltarea în serie Taylor 
3 e . mA E * A . . TEE 
Este o metodă numerică; matricea pătrată e^" se poate dezvolta în serie infinită: 


a = + A0A E = . 
e + ia (4.62) 


Se consideră numai un număr finit de k termeni, astfel încât contribuția termenilor de 
rang mai mare decât k să poată fi neglijată. Pentru orice valoare tèt se poate calcula numeric 
pentru un k finit expresia lui e 4"! (4.62). 

e ^va fi o matrice în care elementele vor avea valori numerice şi nu analitice, pentru 
orice valoare a lui t. Metoda se pretează la analiza cu ajutorul calculatorului. 


b) utilizarea teoremei Cayley-Hamilton 
Pornind de la ecuația omogenă X'= AX , aplicăm transformata Laplace în ambii membrii şi 
obținem succesiv în condițiile inițiale X(t): 


să (s)— X(T) * L[6(r—7)] = AX(s) 
să (s)—- X(t)*e ™ = AX (s) (4.63) 
(sI — A)X(s)= X(0e ” 
X(s)=(s1 -A X(De” 
Polinomul 4(s) definit de relația de mai jos se numeşte polinom caracteristic al sistemului: 


A(s) = det(sI — A) = s" +æ, 8" +... + 
Egalând polinomul caracteristic cu zero se obține ecuația caracteristică: 


-1 
S” +A, aS t.t 0 (4.65) 
Rădăcinile ecuației caracteristice se numesc valori proprii ale matricii A. 
Teorema Cayley-Hamilton se enunță astfel: 
Orice matrice pătrată de ordin n îşi satisface propria ecuație caracteristică. 
In cazul nostru, ecuația (4.65) fiind ecuația caracteristică va rezulta: 


4” +a, A" +... +a =0 (4.66) 
unde I este matricea unitate, iar 0 este matricea nulă. 
In acest fel putem calcula orice putere a unei matrici pătratice A dacă se cunoaşte un 
număr finit n-l de puteri ale acesteia. Din relaţia 4.66 rezultă: 


A" =a, 4" +a, 4"... +A) =a nA + 0-2 47 2...+ a oI 
An = Ax A” = 00 A" + 002 A"... + A0o = 

=Q, (CAEV. uii: + ASAT A + a%01) + al n24" Pak aA (4 67) 
= Qi A" + als A4”2..+alol l 


A = a"n A" +a" 4” 0 sta ob 
Ta om z A* sola Pe 3 u 
Rezultă că şi matricea e ^" care este o serie infinită de puteri va putea fi calculată cu 
ajutorul unui număr finit de termeni: 


e* = BI + B4+...+ B4”! (4.68) 
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Unde Bo;B1....Ba-u, vor fi funcţii de timp, deoarece în dezvoltarea e"! apar termeni de 
forma A*t. 


Funcţiile de timp Bo,ßBı,-.-Bn-1, se determină din condiţia ca orice valoare proprie să 
satisfacă condiţia descrisă de teorema Cayley-Hamilton, adică: 


e™ = B+ BA t.t Bo (4.69) 
Scrisă sub formă matricială pentru k=1..... n ecuaţia 4.69 devine: 


Îsi A meg E el e" 
y ate i af a: 
14 Af i da A El e (4.70) 


2 n-l Amt 
|1 A, A, ... A Paal e 


Adică un sistem de n ecuații cu n necunoscute care admite un sistem unic de soluții 
dacă Ma zioz..... Fm, adică, dacă ecuația caracteristică are rădăcini distincte. 

Dacă o rădăcină a ecuaţiei caracteristice este multiplă atunci determinantul primei 
matrici din (4.70) va fi nul, deoarece vor fi cel puţin două linii identice, iar soluția sistemului 
(4.70) nu va mai putea fi calculată. Presupunând că Àx este o rădăcină multiplă de ordin p a 
ecuaţiei caracteristice, atunci A va satisface şi p-1 derivate ale relaţiei (4.69): 


Apt sg 

e = py + Biha + BÅ mt Bad 

te" = 0 A 26,44 «Trn 18a 

cât oip tiraa a 


te =0 +0+0+...+(n-)(n-2)...(n-p+1)8, 4” 


Un număr de p ecuații din (4.70) vor fi înlocuite cu (4.71). presupunând că àx=à;, relația 
(4.70) devine: 


D- Ap oA A e ani ar TER] | e~ 
(ee a ZA BA ar eat ia (n — DA”? B te? 
0 0 2 6A a ds adu (n-1)(n -2)4}? B, Pet 
i k ; k 4 E ` i F? . a i f (4.72) 
0 0 0 0 .. e e (n Dn 2(n-prbP?i|: t'e“ 
As E ETETEN Ap cai 
[E a Z 4 a7 Waal L e | 
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c) Utilizarea transformatei Laplace inversă 


Aplicând transformata Laplace inversă ecuației omogene (4.42) se obține aşa cum am 
arătat: 


X(s) = (51 -A X(0)e” (4.73) 


Ținând cont de modul în care se calculează matricea inversă (SI-A)! rezultă următoarea 
expresie pentru matricea de tranziţie a stărilor 


_ ads = 4) -s 


(s) X 


(4.74) 
unde A este polinomul caracteristic de grad n, iar adj(sI-A) are ca termeni polinoame de grad 


va fi o 


f . .. adj(sI — A 
cel mult egal cu n-/. Cum n-/<n atunci fiecare termen al matricii e) 


funcție rațională cu gradul numitorului n şi cu gradul numărătorului cel mult egal cu n-1, deci 
va admite transformata Laplace inversă. În acest caz, matricea de tranziţie se poate calcula 
direct aplicând transformata Laplace inversă în 4.71, adică: 


a adj(sI — A) 
A 
Metoda se poate aplica atunci când ordinul polinomului caracteristic nu este prea 
mare, dar are avantajul că furnizează expresia analitică pentru matricea de tranziție. 


P(t- 7,0) ze Pt) (4.75) 


d) Diagonalizarea matricii A 


Dacă matricea A este o matrice diagonală de forma: 


„0 0 
0 A m 0 
A = A = . . . . (4.76) 
0 0 4, 
atunci: 
s—-À 0 
0 s—À, 
(sI — 4) = 
0 0 s—À 


Matricea inversă are expresia 
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l 0 0 
s— À 

0 i 0 
(sI — 4) = s=4 (4.77) 

0 0 l 

| s—4, | 
Originalul matricii 4.77 va fi: 
e“ 0 

0O e n 0 
e“ =e" = l E (4.78) 

0 0 e^ 


Matricea de tranziție va avea în acest caz forma: 


e^ 059 0 T 0 
(t-r) 
D(t-7,0) = e1*- = A i 0 (4.79) 
0 0 pân 


Rezultă că atunci când matricea sistemului este diagonală de forma diag(A,, 42, ..., An) matricea 
de tranziţie va fi tot o matrice diagonală de forma diag(e? ER LA La ARĂ e4 (7). Metoda caută 
să transforme matricea A în general nediagonală, într-o matrice A diagonală, printr-o 
transformare liniară. 

Vom face următoarea afirmaţie pe care o vom demonstra ulterior: 
Dacă A este o valoare proprie a matricii A atunci à! este o valoare proprie a matricii Al ieNşi 
există vectorii V7) si W70) care satisfac relaţiile: 


AV =1V si W'A=W'Â (4.80) 
Vectorii V şi W se numesc vectori proprii: 
V — vector propriu la dreapta; 
W — vector propriu la stânga. 
Pentru a demonstra afirmația de mai sus vom porni de la relațiile (4.80) din care rezultă: 


fs. -AW =0 (4.80 


W' (UI 4)=0 
Cum A este o valoare proprie a lui A, atunci determinantul matricii (MI-A) este egal cu zero, 


deci sistemul (4.81) admite şi soluţii nebanale V70 şi W0. 
În ceea ce priveşte prima afirmaţie, din relaţia 4.80, înmulţind cu A obținem: 
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AV =AV 


ANV = AV = 47V 
(4.82) 


AAY = A'V = AV 


Din 4.82 rezulă că V este vector propriu a matricii A! şi deci A este valoare proprie a matricii 
A. 

Din cele arătate rezultă că dacă matricea A nu este diagonală, dar este diagonalizabilă 
(nu este singulară), atunci matricea V'AV va fi o matrice diagonală A adică: 


VIAV=A=A (4.83) 


Unde V este matricea proprie a matricii A şi are ca şi coloane vectorii proprii a matricii A. 
Matricea A este o matrice diagonală constituită din valorile proprii ale matricii A şi deci: 


e 0 0 0 
E 0 e” 0 .. 0 
e“ =e" =| 0 0 eœ .. 0 (4.84) 
0 0 0 e | 


Matricea de tranziție a stărilor se va calcula cu ajutorul relației: 


A Atz -l 
e“ =Ve“'V 
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4.2.3. Soluţia ecuaţiei neomogene (răspunsul forţat) 
Ecuația neomogenă a cărei soluţie trebuie determinată este: 
X'= AX + BU (4.85) 


soluția generală a ecuației neomogene va avea forma: 
X(D= XD Ă (0) 
unde: X(t) - este soluția ecuaţiei omogene (soluţie de regim liber) de forma: 


X © = b(t—70)Ă (7) =e" x X(T) 


X(t) — este o soluție particulară a ecuaţiei (4.85) dependentă de vectorul de intrare, U 
(soluție de regim forțat). Soluţia de regim forțat se poate determina prin metoda variației 
constantelor. Pentru aceasta se consideră X4t) de aceia[i formă cu soluţia de regim liber X(t), 
constantele din expresia soluției de regim liber fiind înlocuite cu funcţii de timp ce se 
determină din condiţia ca soluția particulară să satisfacă ecuația neomonenă (4.85). Deoarece 
constantele din soluția de regim liber sunt reprezentate de vectorul de stare inţial X(t), soluția 
de regim forțat va avea forma: 


X „(0 = P(t- at (ren 
Punând condiția ca X(t) din (4.86) să satisfacă ecuația neomogenă (4.85) obținem: 


P'(t — 7)q(0) + P(t- 7)q'(0) = A(t — 7)q(0)+ BU (t) 
Cum P(t-1) este soluție a ecuației omogene : 


P'(t-—7)= A®(t-T) 
înlocuind în relaţia precedentă se obţine: 
Ab(t — 7)q(0) + b(t— T)q' (t) = Ab(t- 7)q(6)+ BU (t) 


Se obţine următoare relaţie pentru q (t): 


q'(t) = P(t-7)BU(0) (4.87) 


Cum P(t-1) este matrice de tranziție de forma e^t 


D '(t-r)=@(t-t) 
b(t-7)b(7, —7)=0(t-7) 


„se bucură de proprietăţile: 


Din relaţia (4.87) rezultă: 


q(t) = | PCr -o)BU(o)do (4.88) 


Înlocuind q(t) în (4.86) se obține soluția de regim fortat: 


X (© =0(t-7) f b(r-o)BU(o)do (4.89) 
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Introducând O(t-r) sub integrală şi ţinând cont de proprietățile enunțate anterior, se obține: 


X (= f b(t-o)BU(o)do (4.90) 


Soluţia generală a ecuaţiei neomogene va fi deci: 


X(D = XD+ XD b(t-DĂ(D+ foa - o)BU(o)do (4.91) 


sau înlocuind în expresie b(t-7) : 


X(0 =" xD + [e "Buto)do (4.92) 


Inlocuind expresia vectorului de stare în ecuaţia intrare — stare — ieşire se obține: 


Y(0 = Clo(t-—7)Ă(7)+ fot -o)BU(o)do]+ DU(t) (4.93) 


sau: 


Y(t) = Cle**"9ă (r) + jewroButo)do! + DU(0) (4.94) 


Dacă momentul iniţial convenţional ales este t=0 şi în plus X(t) = 0 rezultă: 


X (0) = fe™oBU(o)do (4.95) 


0 


Y(t) = C|e""Buto)do + DU(0 (4.96) 


Expresiile (4.91 — 4.96) rămân valabile şi pentru sisteme monovariabile, fiind date de 
formele particulare ale matricilor C!, B şi D. 


4.2.4. Răspunsul la impuls 


Pentru calcularea răspunsului la impuls vom considera pentru început un sistem 


va fi în acest caz: 


y) =C" f e" "Bu(o)do (4.97) 


0 


Considerând că mărimea de intrare este impulsul unitar (u(t)=&t)) atunci răspunsul va fi 
funcția pondere determinată cu relația: 
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ht) =C" fe™oBsto)do (4.98) 


0 


Cum ô(t) este de fapt o distribuție şi se bucură de proprietatea: 


| rând = f fosoa = ro 
0 To 
rezultă: 
h(t)= C'e“B (4.99) 
Funcţia h(t) definită de relaţia (4.99) reprezintă răspunsul la impuls al sistemelor 
monovariabile. 


În cazul sistemelor multivariabile, se consideră că vectorul de intrare are toate 
componentele egale cu 5(t), adică; 


1 
U(0)= S(t) (4.100) 
1 


Răspunsul unui sistem multivariabil la un vector de intrare de forma celui definit de 
relația (4.100) va fi răspunsul la impuls al acelui sistem şi va fi determinat cu relaţia: 


h(t) = Ce“ B (4.101) 


După cum se observă, forma lui este identică cu a sistemelor monovariabile, cu 
precizarea că h(t) este în acest caz o matrice rxm , fiecare coloană a lui h(t) „(h; de exemplu) 
reprezentând evoluţia vectorului de ieşire, atunci când toate componentele vectorului de 
intrare sunt nule, cu excepția componentei i care este un impuls unitar. 


4.2.5. Matricea de transfer 


Matricea de transfer este definită ca şi în cazul descrierii externe de o relaţie de forma: 


H(s)=Y(s)U(s)" (4.102) 
să (s) = AX (s)+ BU(s) sau 
(sI — A)X (s)= BU (s) 
Imaginea vectorului de stare va fi determinată cu: 


X (s) = (sI — A) BU (s) (4.103) 
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Aplicând transformata Laplace în condiţii inițiale nule în ecuaţia intrare — stare — ieşire 
se obține: 


Y(s) = CX (s)+ DU (s) (4.104) 
Înlocuind expresia lui X(s) din (4.103) în (4.104) se obţine: 
Y(s) =[C(sI - A) B + D]U (s) (4.105) 
Ținând cont de modul de definire al matricii de transfer (4.102) se obține din (4.105): 
H(s)=Y(s)U(s) ! = C(sI - A) B+D (4.106) 


Pentru sisteme proprii (D=0) matricea de transfer este definită de: 
H(s)= C(sI - A)' B (4.107) 


H(s) este o matrice de dimensiuni rxm; elementele sale sunt funcții raționale în s, cu 
numitorul de grad n şi numărătorul de grad m<n. 
Matricea de transfer este imaginea răspunsului la impuls unitar; pentru sisteme proprii: 


H(s) = C(sI — A) 'B = L[Ce“B] (4.108) 


Pentru sisteme la care D#0: 
H(s) = C(sI —- A) "B+ D = L[Ce“B+ D5(t)] (4.109) 
În cazul sistemelor monovariabile, matricea de transfer se reduce la funcţia de transfer: 
H(s)=C'(sI-A)'b+d (4.110) 


unde b este vector coloană de dimensiune nx1, iar d este scalar. 


4.2.6. Sisteme dinamice echivalente 


Vectorul de stare evoluează într-un spaţiu n-dimensional, numit spațiul stărilor. O 
modificare liniară a vectorului de stare printr-o matrice P constantă, nesingulară de 
dimensiune nxn este echivalentă cu modificare originii spaţiului stărilor. 

Considerăm că, printr-o modificare liniară a vectorului de stare se obține un nou 
vector, astfel: 


X = Px (4.111) 


unde P este o matrice nesingulară nxn (det(P)+0). Atunci matricea P este inversabilă şi : 
X=P`'X (4.112) 


Introducând noua variabilă de stare în modelul matematic se obține: 
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P`'X'= APX + BU 
Y =CP”X + DU 


După înmulțirea primei relații cu P rezultă: 


X'= PAP LX + PBU 
Y = CPX + DU 


Se vor considera matricile definite astfel: 


A = PAP” 
dai (4.113) 
D=D 
Cu aceste notații se obține sistemul: 
A ASI BU (4.114) 
Y =CX+DU 


Sistemul descris de relațiile (4.114) este echivalent cu sistemul descris de relațiile: 


X'= AX + BU 
Y = CX + DU 


Rezultă că două sisteme A,B,C,D şi A,B,C.,D,sunt echivalente dacă există o 
matrice P nesingulară care face ca relaţiile (4.113) să fie adevărate: 

Două sisteme echivalente au aceeaşi ecuaţie caracteristică, aceeaşi matrice de transfer, 
acelaşi răspuns la impuls şi evident acelaşi răspuns liber. 

Ținând cont de faptul că se pot defini o infinitate de matrici de dimensiune nxn 
nesingulare, rezultă că se pot defini o infinitate de sisteme dinamice echivalente. Cum pentru 
sistemele echivalente matricea de transfer este comună, rezultă că unei singure descrieri 
externe (reprezentată de modelul matematic intrare-ieşire în complex) îi pot fi asociate o 
infinitate de descrieri externe (modele intrare — stare — ieşire). 


4.2.7. Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor netede 
Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor sunt proprietăți interne ale sistemelor 
care definesc condițiile necesare şi câteodată suficiente pentru existenţa soluțiilor de 
conducere a proceselor. 


4.2.7.1. Controlabilitatea stărilor sistemelor netede 


Un sisteme dinamic descris intern de relațiile: 
X'= AX + BU 
Y + CX + DU 
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este de stare complet controlabilă dacă pentru oricare t există un vector de intrare U(t) care 
determină tranziţia din oricare stare inițială X(t) în oricare stare finală X(t.) pentru oricare 
t>T>0 şi tı finit. 

Există multe teoreme care definesc condiţiile necesare şi suficiente pentru ca un sistem 
să fie de stare complet controlabilă; vom afirma fără demonstrație două dintre cele mai 
utilizate: 

a) Un sistem A,B,C,D este de stare complet controlabilă dacă şi numai dacă liniile 

matricii e"“B sunt liniar independente pentru oricare t> t. 

b) Un sistem A,B,C,D este de stare complet controlabilă dacă şi numai dacă matricea de 

controlabilitate Q. de dimensiune nxnm definită de relaţia (4.115) este de rang n. 


Q, =[B! AB! A?°B!.....! A"™'B] (4.115) 


După cum se observă din cele două definiții controlabilitatea stărilor sistemelor nu 
depinde decât de matricile A şi B; de aceea se poate afirma că un sistem este de stare complet 
controlabilă dacă perechea de matrici (A,B) este complet controlabilă. 

Controlabilitatea stărilor sistemelor este invariantă la transformările liniare nesingulare 
ale vectorului de stare. Aplicând o transformare liniară nesingulară definită printr-o matrice 
nesingulară P de dimensiune nxn, unui sistem dinamic A,B,C,D se obţine un sistem 
echivalent, . Între A, B,C , D, matricile A,B ale celor două sisteme existând relaţiile: 


A=PAP”; B=PB SE 
Calculând matricea de controlabilitate pentru sistemul A, Bge obține: 


Q, =[PB'PAP'"PB!......... 'PAP PAP |....PAP PB] = 
Cc l l l 


de n ori 


= [PB 'PAB!......! PA""B]= PQ, 


Deoarece matricea P este nesingulară, rezultă că rangul matricii Q este egal cu 
g 


rangul matricii Qe , şi rang(Q.)=n , deci perechea A , Beste complet controlabilă. 

e Sisteme parțial controlabile 
Presupunem un sistem A,B,C,D care printr-o transformare nesingulară definită de matricea P 
este adus la forma : 


Y = |c, 1c, | |+ DU (4.116) 
X, 
e E L a AA 
0 A > 0 > i i 2 


c 


g E AB, ! uuueu.! ATB, 
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al cărei rang este n. În acest caz numai primele n, stări sunt controlabile (n+n2=n); 
deoarece ultimele n variabile nu vor depinde de vectorul de intrare nici direct, nici prin 


intermediul componentelor vectorului X, . 


Funcţia de transfer a sistemului definit de relațiile (4.116) va fi: 


H(s)=Cisr-A,)"B+D (4.117) 


Ținând cont de modul în care sunt definite matricile 4 p C_p rezultă funcția de transfer: 


H(s)=C,(sI-A,)"B+D (4.118) 


Se poate deci enunţa următoarea teoremă: 

Orice sistem este echivalent în spațiul stărilor cu un altul având structura dată de 
relațiile (4.116), în care sistemul (A11,B1,C1,D) este controlabil şi este echivalent intrare-ieşire 
cu sistemul inițial. 


e  Controlabilitatea sistemelor cu matricea A diagonală 


În cazul în care matricea A este diagonală, atunci sistemul este de stare complet 
controlabilă numai dacă nici o coloană a matricii B nu are elementele identic nule. Dacă 
există coloane ale matricii B care au toate elementele egale cu zero, atunci variabilele de stare 
a căror indici sunt egali cu indicii coloanelor matricii B formate numai din zerouri sunt 
necontrolabile. 

Orice matrice nesingulară A pătrată poate fi transformată într-o matrice diagonală A 
care are pe diagonala principală valorile proprii ale matricii printr-o transformare liniară: 

A=A=V"AV 
unde V este matricea proprie a matricii A; considerând matricea care defineşte transformarea 


liniară (4.113) de forma P=V! se calculează B matricea cu: 
B = PB=V`'B 
Dacă matricea B nu are nici o coloană cu toate elementele nule, atunci sistemul A B , 
este de stare complet controlabilă; cum controlabilitatea este invariantă la transformările 
liniare rezultă că şi sistemul (A,B) va fi de stare complet controlabilă. 
e  Controlabilitatea ieşirilor 

Un sistem propriu (D=0) are ieşirea complet controlabilă dacă matricea de dimensiune rxnm 
definită de relaţia (4.119) este de rang r. 


Q, =|CB!CAB.!.......... I CA"B]| (4.119) 


Un sistem care nu este propriu (D#0) are ieşirea complet controlabilă dacă matricea 
definită de relaţia (4.120) este de rang r. 


Q, =|CB!CAB.!.......... ICA""B!D] (4.120) 
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Matricea de cuplaj D nu influențează controlabilitatea stărilor dar îmbunătăţeşte 
întotdeauna controlabilitatea ieşirilor. 


4.2.7.2. Observabilitatea sistemelor liniare netede 


Un sistem este de stare complet observabilă dacă pentru oricare t, vectorul de stare 
X(t) poate fi complet determinat pe baza cunoaşterii vectorului de ieşire Y(t) pe un interval 
(T,t1) cu t>7>0 
Există de asemenea multe teoreme care stabilesc condiţiile necesare şi suficiente 
pentru ca un sistem să fie de stare complet observabilă. Vom prezenta aici: 
a) Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un sistem să fie de stare complet 
observabilă este ca cele n coloane ale matricii Ce^ să fie liniar independente 
pentru te [0,0) 
b) Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un sistem să fie de stare complet 
observabilă este ca matricea de observabilitate Q, definită de relaţia (4.121) de 
dimensiuni nrxn să fie de rang n. 


Q, =|: (4.121) 


C n-l 


După cum se observă în cele două teoreme care definesc observabilitatea nu intervin decât 
matricile A, şi C; de aceea se spune că un sistem A,B,C,D este de stare complet observabilă 
dacă matricile A şi C sunt observabile. 

Fie două sisteme echivalente A,B,C,D şi A,B,C,D,; între matricile lor vor exista 
relaţiile: 


A=PAP!| si C=CP! 


Calculând matricea de observabilitate a sistemului obținem: 


È 
1 
P 
J 


© 
Il 
Il 
x 
Il 


QP“ (4.122) 


(n-l)ori 


Cum P este nesingulară deci şi P'! este nesingulară; rezultă că rangul matricilor de 
observabilitate definite de (4.121) şi (4.122) este n, adică dacă sistemul A,B,C,D este 
observabil şi sistemul A,B C,D,este observabil; deci observabilitatea este invariantă la 
transformările liniare. 
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e  Observabilitatea sistemelor cu matricea A diagonală 
Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un sistem care are matricea A diagonală să fie 


observabil este ca matricea C să nu aibă nici o coloană cu toate elementele nule. Cum orice 
matrice nesingulară A poate fi transformată într-o matrice diagonală printr-o transformare 


liniară de forma: 
A=A=VAV 
unde V este matricea proprie a lui A, iar observabilitatea este invariantă la transformările 
i N i . 


liniare, considerând matricea de transformare liniară nesingulară P=V” obținem 
Condiția necesară şi suficientă pentru ca un sistem să fie de stare complet observabilă 


este ca matricea CV să nu aibă nici o coloană cu toate elementele nule 


e Sisteme parțial observabile 
Dacă pentru un sistem oarecare A,B,C,D se poate găsi o transformare liniară astfel 


încât: 
i AlO X, jn, |B Piaj 
B, 


3 X, 
X, 

Y =| Ci |G, |x| ---- (4.123) 
T X, 

SEE A 10 n, — B n, — 

|40 fin, Jap” pileg 
A iA» B, Pa 

calculând 


atunci sistemul A,B este de stare complet observabilă. Acest lucru poarte fi arătat 
rangul matricii de observabilitate pentru matricile A C 

C, ] 
CA, 
C.A 10 


© 
Il 


L C, A J 


Deoarece rangul matricii Qo este n2 rezultă că numai nz variabile de stare pot fi observate 


Funcţia de transfer va fi în acest caz 
)'B+D (4.123) 


H(s)=C(sIl-A)'B+D=C,(sI — 


Se poate enunţa următoarea teoremă 
Orice sistem A,B,C,D poate fi descompus într-un sistem echivalent în spaţiul stărilor 
de forma (4.123) în care sistemul Aj, Ci, este observabil şi echivalent intrare-ieşire cu 


sistemul inițial. 
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4.2.8. Dualitatea sistemelor dinamice 


Fie un sistem: 


>a (4.125) 


Se numeşte dualul sistemului (4.125) sistemul definit de relațiile (4.126), unde A7, B', 
C! sunt transpusele matricilor A,B respectiv C. 


gena + BU 


X= AX, +C'U, (4.126) 
Y, =B"X, 


Schema bloc a sistemului definit de relațiile (4.125) este prezentată în figura 4.5. 


Fig 4.5 


După cum se observă din figurile 4.5 şi 4.6. schema dualului se obține schimbând 
intrările cu ieşirile şi matricile A,B,C cu transpusele lor. Pe baza acestei observaţii se poate 
enunta următoarea teoremă: 

Un sistem A,B,C este controlabil (sau observabil), dacă şi numai dacă dualul său este 
observabil (sau controlabil). 
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4.3 Descrierea internă a sistemelor discrete 
Un sistem discret este descris intern prin setul de ecuaţii: 


X(k+1)= A,X (k) +B,U(k) 
Y(k) = C, X(k)+ D,U (k) 


| x (© | u (k) yi(k) ai ap = an 
xw- P] uw- 2P]; yw- >P] a, =] 2 22| aan 
RAC) [un(k) y.(k) an an | Ap 
b, bo i] Ciu Gi Cin d, do din 
A Pai pn sa Pon oE ca C2 i Cam D, = da dz i dam 
ba bu o: Dum Ca Cp Cm du dn d m 


unde : - X reprezintă vectorul de stare de dimensiune n 

- U reprezintă vectorul de intrare de dimensiune m 

- Y reprezintă vectorul de ieşire de dimensiune r 

- Ag reprezintă matricea sistemului (matricea de evoluţie) de dimensiune nxn 

- Ba reprezintă matricea de intrare de dimensiune nxm 

- Ca reprezintă matricea de ieşire de dimensiune rxn 

- Da reprezintă matricea de influenţă de dimensiune rxm 
După cum se observă descrierea internă a sistemelor discrete este similară descrierii interne a 
sistemelor netede. 


4.3.1. Alegerea variabilelor de stare pentru sistemele monovariabile 


In cazul sistemelor monovariabile o parte din matricile asociate descrierii interne 
devin vectori sau scalari, astfel: 


unde : - Ba este un vector coloană de dimensiune n 

- Ca este un vector linie de dimensiune n 

- Da este un scalar 
Pornind de la descrierea externă a sistemelor discrete monovariabile, trebuie determinate 
variabilele de stare şi matricile Aa,Ba,Ca şi Da asociate descrierii interne. 

Modelul matematic intrare- ieşire în domeniul real pentru sistemele monovariabile 
discrete este reprezentat sub forma generală de ecuaţia cu diferenţe (4.128). 
y(k+n)+ta,ıy(k+n-1)+.....+aoy(k)= buu(k + m) + bu(k + m =) +... + bulk) (4.128) 
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Descrierea externă în domeniul complex a sistemelor discrete este realizată cu ajutorul 
funcției de transfer în z sau z-funcției de transfer a cărei formă generală este reprezentată de 
relația (4.129) 

sa i i AA 
HE) 22 Bm Z e bo (4. 129) 
z +tanız +t... tao 


Pentru descrierea internă a unui sistem discret este necesar ca dimensiunea vectorului 
de stare să aibă dimensiunea egală cu ordinul ecuației cu diferențe (sau ordinul polinomului 
de la numitorul z-funcției de transfer). 


4.3.1.1. Variabile de stare sub formă canonică controlabilă 
Considerăm un sistem a cărui model matematic intrare-ieşire este reprezentat de z 


funcția de transfer din relația (4.129). yinând cont de regulile algebrei funcțiilor de transfer 
acest sistem poate fi descompus în două subsisteme ca în figura 4.7. 


l 


Zap +a 


Fig. 4.7 


Se aleg ca variabile de stare originalul prin transformarea Z inversă a semnalului Y (2) 
şi n-l semnale decalate față de acesta, adică: 


x) = y,(k) 
x(k) > y, (k+1)= xı(k+1) 


x(k) = y, (k +2)= xı (k +2) = x(k +1) 


(4.130) 
xni(k)= y (k+n-2)= x(k+n-2)= x,(k+1) 
x(k) = y (k+n-) = x(k+n-) = x(k +1) 
Rearanjând relațiile (4.130) se obține: 
x(k + D= x(k) 
x2(k + D= x;(k) (4.131) 


xni (k +1) = x, (k) 
Ultima relație din setul de ecuaţii intrare-stare-ieşire care completează relațiile (4.131) 
se obține aplicând transformata Z inversă în relația ce descrie legătura dintre semnalul Yı şi U 
din figura 4.7., adică în relația: 
Yz) + anl + ...+ ao) = UC) 
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Ținând seama de semnificaţia înmulţirii cu z“ la trecerea în domeniul real (avans cu k paşi) se 
obține: 


xı (k+n)+an-ıxı(k+n-1)+...+ agu(k)=u(k) (4.132) 
Înlocuind x;(k+i) din (4.131) în (4.132) se obține: 
Xn(k+1) = = ao xı(k) - ar x(k) - ... = an-1 Xn(k)+ u(k) (4.133) 


Setul de ecuații intrare-stare se poate scrie sub formă matricială astfel: 


x (k+1) 0 | 0... 0 | [x 0 
x, (k +1) To A a e an x, (k) l 
Matricile Aa şi Ba fiind în acest caz: 
T0 100. 0 0 
0 010 0 9 
po oo ; B,= (4.135) 
< TAE see see ss. -~ dn-1 Lz 


Ecuația intrare-stare-ieşire se obține aplicând transformata Z inversă în relația ce 
descrie legătura între intrarea şi ieşirea din cel de-al doilea element din figura 4.7, adică în: 
Yi) ( baz” + baiz” +... + bo) Y2) (4.137) 
Se obține: 
VK) = boxi(k) + bix:(k) +... + bm Xm (k) (4.138) 
Din relația (4.138) se obține forma matricilor Ca" şi Da: 


Cal = gbo br... bm+uţ, Da=0 (4.138) 
În cazul particular în care m=n, matricile Ag şi Ba rămân nemodificate dar în relația 
(4.137) vanibila xn nu mai are semnificație. Ținând însă cont că din relațiile (4.130) se obține 
Xn+1(k)=xx(k+1), înlocuind (4.133) în (4.137) se obţine: 
Y(A) > bo x (kt br x) nt brix (k) + bn,l-aox:(k)-arx:(k)--.--an-1xı(k)+u(k)] 


sau, ordonând după indicii variabilei de stare: 
VK) = (bo- aobn) xi (k) +(bi- arba) x(k) +... E (bn-1- ani bn) xn (k) + bau(k) (4.139) 


Din relația (4.139) se deduce forma vectorilor Ca! şi Da 


Ca =[bo-aobn bi-arbn  bni-anibah Da = ba (4.140) 
după cum se observă relaţiile (4.138) sunt o formă particulară a relațiilor (4.140) obţinută 
pentru b,=0. 
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4.3.1.2. Variabile de stare sub formă canonică obsevabilă 


Pornind de la modelul intrare-ieşire sub forma ecuaţiei cu diferențe în cazul în care 
m=n a cărei formă este: 


y(k + n) + an y(k + nr. * ao) b,u(àk+n)+b,u(àk+n-1)+...+bu(k) (4.141) 


z’ Y(s)+ aniz YE) +... + ao YQ2)> b, z" UC) + baz UC) +... +boU(2) 
Grupând după puterile variabilei z se obține: 
z” Y(S)- br UC) + 2 Cani Y2) - bnz UC) +... +aoYZ)-boU)=0 (4.142) 
Se aleg imaginile variabilelor de stare astfel: 
XO) =Y2)-b, UZ) 
X2 (Z) = z(Y(2) i bn U(z)) + An-1 Y(2) p bn-1 U(z) z. ZĂ (Z) p An-1 Y(z) 7 baU (z) 
X3 (Z) = z YC) ăi bn U(z)) + Z( an Y(z) = bn-1 U(z)) F (n-2 Y(2) = bn-2 U(z) = 
= ză 2 (z) + Adn-2 Y(2) E bu U(z) 


(4.143) 
XO) = T OC) -b UC) + 2° an YO) - br U(7))+ + anr YO- bnU) = 
= 2X ka (Z) + anr Y2) - bnr UZ) 
Xa) = z YO) -b UC) + z"? ani P()- bai Ul) +... + a YC) -bi UC) = 
= 2X n (2)* a Y2) - b; UZ) 
Înmulţind ultima relație din (4.143) cu z şi ținând cont de (4.142) obținem: 
ZX „(2) = — ao YE) - bU) (4.144) 


Aplicând transformata Z inversă în relațiile (4.143) şi (4.144) , ţinându-se cont de proprietățile 
acesteia se obține: 
xı(k + D = y(k) -b u(k) 


xı(k +1) = x(k) - (an1 yY(k)-b,iu(k)) 
x(k +1) = x(k) - (an2 Y(k)- bnu(k)) (4.145) 


Xnı(k +1) = xn (k) - (ai y(k)-biu(k)) 
Xn (k + D = -(ao y(k) - bou(k)) 
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Înlocuind în relaţiile (4.145) valoarea semnalului de ieşire obţinută prin aplicarea 
transformatei Z inverse în prima relație din setul (4.143), adică : 


y =x] + bu 
se obține setul complet al relaţiilor intrare stare sub forma: 


x (+ D= x(k) - an1xı(k)+tul(k)(bni-bra, a) 


x(k +1) = x(k) - an2 x(k) +uU(k)(bn-2- ba an-2) 
(4.146) 


xn-1(k +1) = x (k)-arxı(k)tulk)(b,- ba) 
x(k +1) = -ao x(k) +ulk)(bo- brao) 


Se notează k = bn-k- bDnan-k ŞI relația (4.146) se poate scrie sub formă matricială: 
x(k+1) -a 1 0 .. O| |x (k) bi 
x, (k+1) -a> 0 1.. 0f Up A 
a ME e a e e A ae e (4.147) 
x,(k+1) -a 00 .. 0| Ix (| |2, 


Din relația (4.147) se pun în evidență matricile Aa şi Ba: 


aa Ta A B, 
— di 0 1 ... 0 bə (4.148) 
Sa Wa A B 
l-a 00.. 0 B, 


Ecuația intrare-stare-ieşire se obține din prima relație a setului (4.143) aplicând 
transformata Z inversă: 


y(k) = xı(k)+ bu(k) (4.149) 
Din relația (4.149) rezultă forma vectorilor Ca şi Da şi anume: 
Ci = Saua Ot, Da = bn 


În cazul în care n>m rezultă D4 = 0. 
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4.3.1.3. Variabile de stare sub formă canonică diagonală 


Considerăm un sistem a cărei z-funcție de transfer este reprezentată punându-se în 
evidență polii şi zerourile, de relaţia (4.150). 


IIe- 


H(z) =- — (4.150) 


[e-r 


Imaginea răspunsului acestui sistem se va calcula cu relația: 


ra= Ligo e Gk ua) (4.151) 


Z-Àı Z - A3 Z-Àn 
unde C1,C2,C3,....Cn se calculează cu Cy = (5-A) |s=a. 
Se aleg imaginile variabilelor de stare sub forma: 


1 
U(z) 
Z-Àı 


X2) = 


ZA (4.152) 


x) = vo 


n 


Trecând relațiile (4.152) în domeniul real prin aplicarea transformatei Z inverse se obține: 


xı(k+1)= Ax) tulk) 
x(k +1) = 42x2(k) +u(k) 


x(k +1) = A,x, (k) +u(k) 


(4.153) 
A oon 0 1 
0 A n 0 1 
Ag = . . . . > B, = . 
0 0n A 1 


n 


Imaginea în complex a ecuației intrare-stare-ieşire se obține din relația (4.151): 


Y(2)= CX (2) + Co Xa(2) +... + Cn Xa (Z) (4.154) 
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Trecând în domeniul real prin aplicarea transformatei Z inverse se obține: 


yk) = Crxi(k)t Cox)... t Cn xn (k) 


ž (4.155) 
Ca = ICE D, =0 


4.3.1.4. Variabile de stare fizice 


Considerăm un sistem a cărei z-funcţie de transfer are forma particulară : 


H(z) yii 


He -À;) 


Ținând cont de regulile algebrei funcțiilor de transfer acest sistem poate descompus într-o 
serie de subsisteme legate în serie ca în figura 4.8. 


Uiz) 


Fig. 4.8. 


Se aleg ca variabile de stare variabilele a căror imagini sunt mărimi de ieşire din 
elementele legate în serie în figura 4.8., adică: 


Xe) Ut 


1 


X,(2) = —— uo) (4.157) 


2 


X, 2) ut) 


n 


Aplicând transformata Z inversă se obține: 


x (+1) = Ax (k)+u(k) 


x, (k +1) = 4x, (k) + x(k) (4.158) 


x,(k+1)=4,x,(k)+ x, (k) 


Din relațiile (4.158) se obține forma matricilor Aa şi Ba: 
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10 0 0 1 

E 0 (4.159) 
Aoli “lee să, oh  B,=l0 

000 4, 0 


Trecând în domeniul timpului relația rezultată din funcția de transfer a ultimului 
element din schema funcțională din figura 4.8. rezultă: 


VE = b,x, (k) (4.160) 
Rezultă forma vectorilor Ca şi Da: 
Ci =[0 0 0 .. b,  D,=0 


În cazul în care z-funcţia de transfer a sistemului are forma generală dată de relaţia 
(4.161) 


ll(z-z) (4.161) 
H(z) = K &— 
Il(z-4,) 


Sistemul poate fi considerat ca fiind format din m elemente a căror z-funcţie de 
transfer are forma (z-y1)/(z-à1) şi n-m elemente a căror z-funcţie de transfer are forma 1/(z-Au4) 
legate în serie ca în figura 4.9. 


Uz) x [221% x [i T |*n Yiz) 
EPERE pr 
Fig. 4.9. 


Fiecare z-functție de transfer de forma (z-yr)/(z-àr) poate fi pusă sub forma (4.162). 


z-z, 4, —Z; 


Z-A, z- À; 


(4.162) 


Ținând în continuare cont de 
regulile algebrei funcțiilor de transfer, pornind de la sistemul a cărei schemă funcțională este 
prezentată în figur (4.9) se obține schema funcțională din figura 4.10. 


Uiz) ZE 1 T lăn viz) 
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Alegând variabile de stare originalele semnalelor de ieşire din fiecare element din 
figura 4.10 obținem: 


x (e) -TAO 
XD =x, +U) 
z — A 
ci Aga, ez EEE 
Xp O) = HX a (+ X pal) tt XD+U2) (4.163) 
X m (2) =- rX na). XD) UZ) 
X m2 (2) = mule) 
X„(2)= X (2) 
Trecând în domeniul real se obține din (4.163); 
x(k +1) = 4x (k) + (4, -z )u(k) 
x(k +1) = (4, -z,)x (k) + An (k) + (2, = z, Ju(k) (4.164) 


x (k += (4, Zm )x 00 + (An Zp )X (k) +... + (An Zn) X na K) AX 00 + (A — Zp uk) 
XnalktD = x(k) tx, (k) t... + Ana 0) + ulk) 
X ma (k + 1) = Xi (k) + AX m2 (k) 


x, (k +1) =x, (k)+4,x,(k) 


Din relațiile (4.164) se obțin matricile Ag şi Ba sub forma: 


| A, e e We ee e mai, Du] [A -—z | 
Ayta Ag ceg O PO 00 satu 0 A 2 
Azi Aaa Se td HD HD n cazut 0 An = Za (4.165) 
Ag = g B, = 
1 1 D Ape 20 ca 0 1 
0 0 0 1 Am2 0 0 
[0 Oo a De 0. O a A Lo | 


Din z-funcția de transfer a ultimului termen din figura (4.100 se obține ecuația ieșirii: 


Y(k) = Kx, (k) Cuu =0 0 0 .. kh  D,=0 
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4.3.2. Sisteme discrete multivariabile 


Analiza sistemelor discrete multivariabile presupune rezolvarea ecuaţiilor cu diferențe 
atunci când se cunosc condiţiile inițiale şi evoluţia vectorului de intrare. 


4.3.2.1. Ecuația intrare-ieşire (ecuaţia de stare) 


Presupunem cunoscute condițiile inițiale exprimate prin X(ko). Din ecuația: 


X (k +1) = 4 X(h)+ B,U (k) 
se poate scrie succesiv începând cu k=ky: 


X (k, +1) = A,X (k,)+ BUG) 
X(k, +2) = A,X (k, +1)+ B,U (k, + D= 4, (4X (k,)+ B,U (k,))+ B U (k, +1) 


5 (4.167) 
= AX (ho )+ A Ba X (ko) + BU (k, +1) 
IEE ER a A ARI 
X (k, +i) = 4X (ko) + È A1 B ,U(ko +j) 
j=0 
Dacă 
notăm în ultima relație koti=k, rezultă: 
k-kọ-1 | 
X (k) = 4% X(k,)+ 2 AB U(k +j) (4.168) 
E 
Notând în continuare i=j-+ko, rezultă: 
k-k; E o a . 
X(k)= Ar "X (ko) + 2 4 BUG) (4.169) 
Se consideră în continuare k-i=j şi rezultă succesiv: 
k-k, l j—1 . 
XE) = 45 X(k)+ ÈX AJ BU- j) (4.170) 
ik E 
X(k)= 4A; "X (ko) + 2 A; BU(k - j) (4.171) 
fa 


Ecuația (4.169) sau (4.171) reprezintă soluția generală a ecuaţiei cu diferenţe intrare- 
stare. Ea este compusă din două părți: 
- soluția de regim liber: 
XDA X(ko) 
care este soluţia generală a ecuaţiei omogene şi depinde de condiţiile iniţiale X(ko). A 
reprezintă matricea de tranziție a stărilor şi se bucură de toate proprietățile funcțiilor de 


tranziţie a stărilor. Notând Ad’ D(k,ko) vor fi adevărate relațiile: 


Dik,ko) = D(k-ko,0);  D(k-k)*D(kr-k)> Dík, k2) 
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- cel de-al doilea termen al membrului drept din expresiile (4.169) şi (4.171) 
reprezintă o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene, soluție dependentă de 
vectorul de intrare. 

Tranziţia intrare-ieşire se obține din ecuaţia intrare-stare-ieşire (ecuaţia 1eşirii) 

înlocuind x(t) cu (4.163) sau (4.171), adică: 


Y(k)=C, teaca) + > 4800] + DU (k) (4.172) 


sau: 


Y(k)=C; ea) + T Ai BU(k — »| + D ,U (k) 
i=l (4.173) 


Relațiile (4.172) şi (4.173) rămân valabile şi în cazul sistemelor monovariabile 
discrete cu observaţia că Ba este un vector coloană, Ca este un vector linie, iar Da este scalar. 


4.3.2.2. Răspunsul la impuls 


Pentru un sistem monovariabil propriu (Da=0) care plecă din condiţii inițiale nule 
(ko=0 şi X(ko)=0), aplicând la intrare un impuls unitar discret 5(k), din (4.172) sau (4.173) se 
obţine: 


y(k) = h(k) = CI Akb; (4.174) 


Relaţia (4.174) reprezintă răspunsul la impuls a unui sistem monovariabil discret şi se 
numeşte secvenţă pondere. 

În cazul unui sistem multivariabil, răspunsul la impuls va fi răspunsul ce se obţine 
atunci când vectorul de intrare are toate componentele egale cu 5(t), adică: 


1 
U(k) = i 5(k) 


1 


Pentru un sistem multivariabil propriu care plecă din condiții inițiale nule, răspunsul 
va avea aceiaşi formă ca (4.174), adică: 


Y(k) = C,4" B, (4.175) 


Y(k) din (4.175) poartă numele de matrice pondere şi este o matrice de dimensiune rxm, 
fiecare coloană a matricii descriind evoluția vectorului de ieşire atunci când toate 
componentele vectorului de intrare sunt nule cu excepția componentei cu indicele egal cu 
indicele coloanei respective, această componentă fiind egală cu impulsul unitar discret 54). 
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4.3.2.3. Matricea de transfer 


z(X(2)- X(0)) = 4X (2) + B,U (2) (4.176) 
X(2) = z(zI — A,)” X (0) + (zI — 4)" B,U (2) (4.177) 


Dacă sistemul este izolat față de intrări (U(0)=0, U(k)=0), atunci: 
X(z) = z(zI — A4)“ X (0) (4.178) 


care reprezintă imaginea răspunsului liber a sistemului. Comparând cu relația (4.171) obținem 
imaginea matricii de tranziție a stărilor: 


b(2) = z(zI = 4)” (4.179) 
Imaginea răspunsului forţat va fi: 
X (2) = (zI — 44) 8,U(2) (4.180) 


Considerând condițiile inițiale nule, X(z)=X&{z) şi înlocuind în transformata Z a 
ecuației intrare-stare-ieşire se obține: 


Y(2) = |C (27-48, + D, VO) (4.181) 
Ținând cont de definiția z-funcției de transfer se obține matricea de transfer sub forma: 
H(z) = Y(2)U (z) = C; (zI — 4) ' B; + D; (4.183) 


Pentru sisteme proprii (pentru care D4=0), H(z) este o matrice rxm şi reprezintă imaginea 
răspuns la impuls: 


HOGA B D= ZCA B] (4.184) 
Pentru sistemele pentru care Daz0 matricea de transfer are expresia: 
H(z) =C, (21 - 4,918, + D, = ZIC, 48, + D,54%)] (4.185) 


4.3.2.4. Controlabilitatea şi observabilitatea sistemelor discrete 


Stabilirea controlabilității şi observabilităţii sistemelor discrete se face pe baza 
rangului matricilor de controlabilitate şi observabilitate, la fel ca şi în cazul sistemelor netede, 
deci: 

e Un sistem discret este de stare complet controlabilă în k paşi, dacă şi numai dacă 

matricea de controlabilitate Q« este de rang n, unde: 


0. =|B,! AB! o i ABB] (4.186) 


e Un sistem discret este de stare complet observabilă în k paşi, dacă şi numai dacă 
matricea de observabilitate Qox este de rang n, unde: 


C, 


Gi (4.186) 


Cu4g | 
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V. STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE 


Stabilitatea este o proprietate intrinsecă a sistemelor (deci o proprietate care nu 
depinde de semnalul de intrarea). 

Se spune despre un sistem că este stabil, dacă lăsat să evolueze liber (adică cu toate 
componentele vectorului de intrare identic nule), pornind dintr-o stare inițială oarecare, tinde 
spre o stare de echilibru caracterizată prin valori finite ale variabilelor de stare. După cum se 
observă stabilitatea este caracterizată de evoluția liberă a mărimilor de stare, deci este o 
proprietate legată de descrierea internă a sistemelor, adică este o proprietate internă. 

Cum orice descriere internă reprezintă suportul pentru un transfer informațional 
intrare-ieşire, stabilitatea sistemelor poate fi stabilită şi ca o proprietate externă. Deoarece 
comportarea externă, ca şi cea internă, este legată de aspectul semnalului de intrare, iar 
stabilitatea este o proprietate intrinsecă a sistemelor, se defineşte stabilitatea sistemelor cu 
referire la o intrare de valoare finită (deci mărginită). Acest tip de stabilitate va fi numit 
stabilitate IMEM (intrare mărginită - ieşire mărginită) şi va fi definită astfel: 

Un sistem este stabil IMEM dacă orice semnal de intrare de amplitudine finită, 
produce un răspuns de amplitudine finită. 

Modelul matematic extern (intrare-ieşire) a unui sistem liniar neted se poate exprima 
cu ajutorul unei ecuaţii diferenţiale de forma: 


IO tia (+ E ao (0) > bau (0+ bau "(09 +.... + bout) (5.1) 
Deoarece soluția generală a ecuației diferențiale (5.1.) are forma generală: 


VOYO ty (5.2) 


unde: - y(t) este componenta de regim liber, determinată de proprietățile interne ale 
sistemului; 

- ygt) este componenta forțată determinată de semnalul de intrare, iar componenta 
forțată are forma generală identică cu y/(7) cu mențiunea că în locul constantelor ce 
apar expresia lui y/(t) vor apărea funcții de timp. 

Din aspectul soluției generale (5.2) rezultă că pentru ca y(t) să fie mărginită este necesar ca 
yı(t) să fie mărginită. Cum y(t) reprezintă răspunsul la un impuls unitar, putem afirma că un 
sistem este stabil IMEM dacă există un număr M cu proprietatea |M|< o (finit) astfel încât: 


A)| <M pentru t20 (5.3) 
Un sistem este strict stabil IMEM dacă este stabil IMEM şi în plus: 

[nod <% (5.4.) 

0 


Un sistem este asimptotic stabil IMEM dacă este stabil şi în plus: 
lim, „„ A(t) =0 (5.5) 
În acest fel se poate afirma că stabilitatea sistemelor se poate aprecia pe baza răspunsului la 
impuls a sistemului respectiv (funcția pondere). 
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5.1. Stabilitatea externă a sistemelor netede 
5.1.1. Criteriul matematic general de stabilitate. 


Regimul staționar de funcționare a unui sistem automat (sau sistem de reglare 
automat) reprezintă acea stare a regimului de funcționare, caracterizată prin echilibrul 
reciproc al absolut tuturor mărimilor fizice în condiţiile în care toate mărimile sunt constante 
în timp. 

Pot exista o infinitate de regimuri staţionare, corespunzătoare diferitelor valori pe care 
le pot avea perturbațiile şi semnalele de intrare în sistemul respectiv. Stabilitatea dinamică a 
sistemelor reprezintă stabilitatea proceselor tranzitorii ale acestuia. 

O altă definiție posibilă a stabilităţii externe este: 

Un sistem automat este stabil, dacă după ce sub acțiunea unei perturbații exterioare 
(sau unei variaţii la intrare) de valoare finită îşi părăseşte starea de echilibru stabil, el tinde să 
revină în regim staționar o dată ce perturbaţia dispare (sau mărimea de ieşire revine la 
valoarea anterioară). Într-un sistem de reglare stabil o perturbaţie momentană şi limitată 
generează un răspuns tranzitoriu amortizat. 

Pentru un sistem de reglare instabil răspunsul la o intrare finită, fie că tinde spre infinit 
îndepărtându-se continuu de valoarea de regim staționar Ys, fie că execută oscilaţii 
permanente în jurul valorii staţionare a răspunsului. 

Dat fund comportarea diferită a unui sistem automat la diferite tipuri de 
semnale(variaţii la intrare sau perturbații) pentru a caracteriza unitar stabilitatea sau 
instabilitatea se foloseşte răspunsul indicial. 

În general în cazul sistemelor liniare se poate spune că un sistem este stabil dacă: 


lim, Vyio Yr(9=0 (5.6) 


Sistemul este instabil dacă: 
lim, „o V) 2 y (®©) si lim, „o y, (020 (5.7) 


Răspunsul indicial al unui sistem de reglare oarecare poate fi pus sub forma: 
w(0=y(0r=u(0-a(9)=1-a(1). pentru Vt>0 (5.8) 


sau: 
t t 


w(t) = y(t) luja zls > we" = S we™ sin(@,t +p, ) (5.9) 
I k 


unde: 1/Ti; = sı = polii reali ai funcției de transfer ai sistemului automat 

1/Ta = Re[sk] = partea reală a polilor complecşi ai funcției de transfer ai sistemului 
automat 

Comportarea în regim tranzitoriu depinde de semnul rădăcinilor ecuației caracteristice, 
deci de polii funcției de transfer a sistemului. 

Pentru sisteme fizic realizabile sı, sk, sunt rădăcinile funcției de transfer a elementelor 
din compunerea sistemului automat, şi nu pot fi decât cel mult de ordin 2. Vom considera că si 
sun poli reali iar sx sunt poli complecşi de forma: 
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s, =—0,€ t jo, l1- E adica: 0, =-0,€E si o, =@,4\1- é 


Condiţia de stabilitate (5.6) implică sr<0 şi Re/są]} <0; deci poziţionarea polilor funcției 
de transfer în planul o+jo evidențiază stabilitatea sau instabilitatea sistemului. 

Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice (toți polii funcției de transfer) sunt 
localizate în semiplanul stâng al planului s şi au partea imaginară diferită de zero, sistemul 
este stabil şi răspunsul indicial va fi oscilatoriu amortizat ca în fig 5.1.a.. 

Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt reale şi negative, sistemul este stabil, 
iar răspunsul indicial este amortizat aperiodic (fără oscilaţii) ca în figura 5.1.b. Cu cât polii 
sunt mai depărtaţi de axa imaginară, cu atât durata de existență a componentei y(t) este mai 
mică, deci şi durata regimului tranzitoriu este mai scurtă. 

Existenţa unor poli reali sau complecşi în semiplanul drept (deci s>0 sau Reşsif>0 
determină un răspuns instabil; în caz că polii din semiplanul drept sunt imaginari răspunsul 
este oscilatoriu amplificat (ca în figura 5.1.c. ) iar dacă toţi polii poziționaţi în semiplanul 
drept sun reali, răspunsul va fi aperiodic amplificat (figura5.1.d). 

Prezenţa unor poli pe axa imaginară (fie chiar şi în origine) provoacă un răspuns 
indicial oscilatoriu neamortizat (figura 5.1.e); din punct de vedere al definiției sistemul este 
stabil (răspunsul are valoare finită), dar din punct de vedere al aplicaţiilor practice este instabil 
— se spune că sistemele se află la limita critică de stabilitate. 


YI 
jo 
a hay 
25 |0 o 
0 t 
b) 
jw í 
Sy a A ad 
0 Q t 
d) 
0 t 
Fig. 5.1. 


Se poate deci enunţa criteriul matematic general de stabilitate absolută a sistemelor 
automate: 

Pentru ca un sistem automat să fie stabil este necesar şi suficient ca toți polii funcției 
de transfer (deci toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice) să fie localizaţi în semiplanul stang al 
variabilei planului variabilei s=o+jo. 

În cazul sistemelor de reglare automată tipul de celui prezentat în figura 5.2. condiţia 
de stabilitate absolută se formulează astfel: 
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Pentru ca un sistem de reglare automată să fie stabil este necesar şi suficient ca toți 
polii funcţiei de transfer a sistemului închis Ho (deci toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice 
1+H(s)=0 să fie localizați în semiplanul stâng al variabilei s=o+jo. 


Ho 
[ ee Azi Ac ai crezi aaa. - 
toH 
I 
o ———— 
Fig. 5.2. 


În practică rezolvarea ecuaţiei caracteristice (1+H(s)=0) este dificilă, de aceea s-au 
stabilit criterii algebrice şi criterii grafo-analitice care permit determinarea stabilității sau a 
instabilității unui sistem de reglare automată, respectiv a unui sistem automat, fără a fi 
necesară aflarea rădăcinilor ecuaţiei caracteristice. 


5.1.2. Criteriul algebric (criteriul Ruth-Hurwitz) 


Acest criteriu este un criteriu algebric de evaluare a stabilităţii sistemelor. 
Fie ecuaţia caracteristică a unui sistem de reglare automată: 


O(s)=1+H(s)=a„s"+an-15"" +... +a1s+a9=0 (5.10) 


în care toți coeficienții sunt constanți şi diferiți de zero. 
Cu ajutorul coeficienţilor ecuației caracteristice se întocmeşte un determinant (numit 
determinant Hurwitz principal — relația 5.11), după următoarele reguli: 
- pe diagonala principală se trec coeficienții ecuaţiei începând cu al doilea până la 
ultimul; 
- coloanele de deasupra diagonalei se completează cu coeficienţii de rang inferior celui 
de pe diagonala principală, în ordine descrescătoare 
- coloanele de sub diagonala principală se completează cu coeficienții de rang superior 
celui de pe diagonala principală în ordine crescătoare; 
- locurile rămase libere după epuizarea tuturor coeficienţilor ecuației caracteristice se 
completează cu zerouri. 


doi n-3 An-s An-7 0 0 
d n-2 An-4 Oak 0 0 
0 Gai An-3 QAp-s5 0 0 
AH, = a4, a, 2 4,4 0 0 (5.11) 
0 0 0 0 a; 
| 0 0 0 0 a4, da 


Se separă determinanții minori după diagonală astfel: 
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a ni n-3 a ni 
Aea A e AH AH (5.12 
1 =a, 2 A bă 3 a, d, d, 3 Niega n-l ( 7 ) 
a, an2 
an d, 


Rădăcinile ecuaţiei caracteristice se găsesc în semiplanul stâng, dacă pentru valori 
pozitive ale coeficienţilor ei, toți minorii AH, AH», .......... AH, sunt pozitivi, iar sistemul 
este stabil. Dacă ultimul determinant AH... este nul, atunci ecuaţia caracteristică admite două 
rădăcini imaginare conjugate cu partea reală nulă, iar sistemul se află la limita critică de 
stabilitate. 

Criteriul prezintă dezavantajul că nu permite să se determine în ce măsură un anumit 
coeficient al ecuației caracteristice contribuie la stabilitatea sau instabilitatea sistemului 
respectiv şi nici modul în care acesta trebuie modificat pentru stabilizarea sistemului. 


5.1.3. Criteriul Cramer-Leonhard 


Criteriul de stabilitate Cramer-Leonhard se bazează pe legătura care există între 
poziția rădăcinilor polinomului caracteristic Q(s) în planul s=o+jo şi variația argumentului 
vectorului de poziţie a acestuia atunci când variabila parcurge axa imaginară Jo, fiind deci un 
criteriu frecvențial. 

Dacă presupunem că s1,S2,....Sn sunt rădăcinile ecuației caracteristice, exprimând 
polinomul Q(s) în funcție de rădăcini, obținem: 


O(5)=(5-519(5-82)... (S-Sn) (5.13) 


Pentru s=/ şi oricare we (-00,+o0) din (5.13) rezultă: 


O0(jo)=(jo -sp(jo-s2)... GÆ -Sn) (5.14) 
Presupunem localizarea rădăcinilor s1,s2, ... Sn ca în figura 5.3., şi un punct curent pe 
axa imaginară s=jo şi fazorii (j@-sx) ke(1,2,... „n) corespunzători factorilor din relația (5.14). 


Modulul fazorului de poziție rezultant va fi dat de: 


JOjo)l=ljo-sr*| jæ -s2|*... “jæ -snl (5.15) 


iar argumentul va avera expresia: 


argşO(jo)t=arg(jo -sı)+arg(j@-s2)+... targ æ -Sn) (5.16) 


Când œ variază în intervalul (-2,+00), variază argumentele fazorilor elementari din structura 
lui Q(œ), deci şi argumentul fazorului rezultant Qo). 

Considerăm că din cele n rădăcini ale polinomului caracteristic Q(jo) un număr de n; 
rădăcini sunt poziționate în semiplanul drept şi n2=n-n, în semiplanul stâng (poli stabili). Se 
consideră pozitive rotațiile fazoriale în sens trigonometric şi negative cele în sens opus. 
Atunci când œ parcurge axa imaginară de la -œ la +o fazorul corespunzător unei rădăcini 
poziționate în semiplanul stâng efectuează o rotație de +r radiani, pe când cel corespunzător 
unui pol poziționat în semiplanul drept efectuează o rotaţie de —n radiani. Variația totală de 
argument va fi: 
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AarglO(j0)] |oo = M = 7) (5.17) 
sau ținând cont de faptul că nz=n-n; : 


Aargl OU 0) ] | acer (n — 207 (5.18) 


Fig.5.3. 


Relaţia (5.18) constituie teorema argumentului şi poate să constituie un criteriu de stabilitate, 
astfel: 

Pentru a determina dacă un sistem automat cu ecuaţia caracteristică Q(s)=0 de forma 
(5.10) este stabil, se va trasa locul geometric al fazorului rezultant Q(jo) - hodograful — când 
œ variază de la -œ la +o. Pentru ca sistemul automat să fie stabil, este necesar şi suficient ca 
toți polii funcției de transfer să fie localizaţi în semiplanul stâng al planului s. deci: 


n = 0 si AarglO(jo)] T nī (5.19) 
Pornind de la Q(jo)de forma: 
O(o) = Gao) "+anjo) "+... +ar(jo) +a0=0 (5.20) 


se poate pune sub forma: 


O(jo)=U(o)+jV(o) (5.21) 
unde: 


RelO(jo)]=U(o) = as — ao +4,0 -oinn 


(5.22) 

Im[0(o)]=V(o) = ao ao + ao? — nenea 

Având în vedere că U(œ)=U(-œ), adică partea reală este o funcţie pară deoarece 

conţine numai puteri pare ale variabilei o, şi V(0)>=-V(-o), adică partea imaginară este 

impară deoarece conţine numai puteri impare ale variabilei œ, rezultă că hodograful funcției 
Q(jo) este simetric față de axa reală, deci: 
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9(jo) =Ul(o)+ jV(o) „pentru & >0 PR 
O(jo)=U(o)-jV(o) pentru o<0 (5.23) 


Este deci suficient să se construiască acest hodograf numai pentru 0<a<+ ; condiția 
(5.12) devine în acest caz: 


AarglO(j o) loo n (5.24) 


5 


Rezultă că un sistem de reglare automată este stabil dacă hodograful Q(jo) parcurge în sens 
pozitiv (antiorar) în planul complex, pornind din punctul a0>0, n cadrane, când œ variază de la 
O la +œ, unde n reprezintă gradul ecuaţiei caracteristice a sistemului automat. 

Este necesar ca hodograful funcției Q(Jo) trebuie să nu treacă prin originea planului 
complex, deci a0z0. 

În figura 5.4 sunt prezentate câteva exemple de sisteme automate stabile (5.4.a) şi 
instabile (5.4.b) cu variațiile corespunzătoare ale hodografelor Qœ). 


Plan Q) Plan Qi) 


+1 


SRA 
ord. 3 


od3 a) b) 


Fig. 5.4. 


5.1.4. Metoda locului rădăcinilor 


Metoda trasării locului rădăcinilor reprezintă o metodă grafo-analitică de sinteză a 
sistemelor automate în planul s. Ea se bazează pe cunoaşterea localizării rădăcinilor funcției 
de transfer a sistemului deschis, ceea ce permite aprecieri asupra stabilității sistemului de 
reglare automată şi a comportării lui în regim tranzitoriu. 

Se consideră un sistem de reglare automată cu reacție unitară, având funcția de 
transfer a sistemului deschis de forma: 


A(s) k A(s) 


OR OO a 05 0) 


(5.25) 


unde coeficienții kk» se presupun cunoscuţi (eventual determinaţi pe cale experimentală. 
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Polii funcției de transfer ai sistemului de reglare automată (sistemul închis) sunt 
rădăcinile ecuaţiei caracteristice: 


1+H(s)=0 sau 1+KG(s)=0 (5.26) 
unde s-a notat: 
_ 45) 465) 
= B(S) B0) 


K=k-k,; G(s) (5.27) 


Răspunsul sistemului de reglare este determinat de rădăcinile acestei ecuații 
caracteristice, modul în care ele sunt distribuite în planul complex determină performanțele 
sistemului. La rândul ei, distribuția rădăcinilor ecuației caracteristice este dependentă de 
parametrii fizici ai sistemului, materializați în coeficienții ce intervin în ecuația caracteristică. 
Variația acestor parametri poate schimba distribuția rădăcinilor. 

Pornind de la aceste considerente, se va studia distribuția rădăcinilor, sau curba după 
care evoluează aceste rădăcini în planul s, când un anumit parametru variază, astfel încât să 
poată fi alese acele valori ale parametrilor pentru care distribuția rădăcinilor ecuației 
caracteristice este optimă. 

În funcție de variația unui anumit parametru, rădăcinile se vor deplasa pe anumite 
curbe în planul s; aceste curbe reprezintă locul rădăcinilor în raport cu parametrul considerat. 
De obicei parametrul considerat a fi variabil este factorul de amplificare a sistemului în stare 
deschisă. 

Metoda locului rădăcinilor constă deci în a determina curbele pe care se deplasează 
rădăcinile ecuației caracteristice ale sistemului în stare închisă atunci când factorul de 
amplificare K variază. Putem astfel, pentru o localizare dată a polilor, conform unor 
proprietăți dorite, să alegem pentru K valoarea optimă. 

Se poate spune că locul rădăcinilor reprezintă locul caracteristicii polinomiale a 
ecuației caracteristice a sistemului de reglare automată în planul s, pentru K €(0, o). 

Ecuația locului rădăcinilor este în acest caz: 


4, -* dies 
G(s) =-— = — e” 5.28 
(s) Er (5.28) 
care, se descompune în continuare prin exprimarea modulului şi argumentului în: 
G(s) = > (5.29) 
K 


care serveşte pentru gradarea locului, şi: 


0 = arg[G(s)] = Yarg(s =z) -Y arg(s — p;)=(2q+1)x q =0,+1,+2,.....n—1) (5.30) 


S-a considerat G(s) sub forma: 
II (s-z;) 
G(s) = ————— 


J[6-p) 


1 
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În cazul unor funcţii de transfer simple se poate trasa direct locul rădăcinilor pornind 
de la definiţie. În cazul unor funcţii de transfer mai complexe se aplică o serie de reguli 
generale şi anume: 

1. Curbele continui, care reprezintă ramurile locului pleacă din fiecare pol al funției 

de transfer H(s). pentru care K=0. Ramurile locului se termină în zerourile funcției 
H(s) pentru care K=o, 

2. Locul rădăcinilor cuprinde toate punctele axei reale care se află la stânga unui 

număr impar de poli şi zerouri. 

3. Pentru K—>o ramurile locului tind asimptotic către linii drepte cu unghiurile: 

a = ad q, = 40,£1,+2,...£ (n-m -1)} 
n-m 
unde s-a considerat: 


IIe -2) 


H(s) = —— 
J[6-p) 


4. Abscisa punctului de pe axa reală din care diverg liniile asimptotice este dată de 
relația de mai jos; acest punct se numeşte centrul de greutate al configurației 
polilor sistemului automat. 


5. Intersecţia locului cu axele de coordonate: 

- intersecția cu axa imaginară : folosind determinantul Hurwitz AH.„-=0 se obțin 
valorile lui K corespunzătoare unor rădăcini imaginare conjugate; 

- intersecția cu axa reală (punct de ramificare) se produce în punctele de extrem ale 
expresiei A(s)/B(s) unde s-a considerat: 


429) 
As) 1 Be 


rezultă: 
B(s) K ds 


G(s) = =0 


S= So 


de unde: 
mo | mo | 
1 $07 Zi 1 S07 Pi 
în care Zi ŞI pı sunt zerourile, respectiv polii funcției de transfer. 

6. Două ramuri ale locului părăsesc sau ating normal (sub un unghi de 90°) axa reală 
în punctul de ramificare. 

7. Unghiurile sub care ramurile părăsesc polii complecşi şi unghiurile de sosire ale 
acestora în zerourile complexe, pot fi determinate scăzând 180° din suma 
unghiurilor fazorilor construiți între polul (zeroul) complex considerat şi respectiv 
toți ceilalți poli sau zerouri: 


p, = - A (5e) —180° (2q +1) 
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5.1.5. Criteriul de stabilitate Nyquist 


S-a arătat că locul de transfer al unei funcții H(s) înconjoară originea în sens pozitiv de 
(m-n) ori atunci când s parcurge un contur închis în care sunt incluşi toți polii şi zerourile 
funcţiei de transfer, m şi n fiind numărul de zerouri, respectiv de poli ai funcţiei de transfer. 
Atunci când poli sau zerouri ai funcției de transfer se află în exteriorul conturului închis 
parcurs de variabila s, variaţia argumentului vectorului de poziţie a funcției de transfer H(s) 
nu este influențată de existența acestor poli sau zerouri. 
Considerăm un sistem de reglare a cărei funcție de transfer pe calea directă este 
H(s). Funcţia caracteristică a acestui sistem va fi în acest caz, considerând reacția unitară: 


F(s)=1+H(5) 
Rezultă ecuaţia caracteristică a sistemului de forma: 
F(s)=1+H(s)=0 


Dacă conturul după care variază variabila s este conturul lui Nyquist, atunci hodograful 
funcției caracteristice F(s) va înconjura în sens pozitiv originea, de un număr de ori egal cu 
diferența dintre numărul de zerouri (z) şi respectiv de poli (p) ai funcției caracteristice aflați în 
semiplanul drept, adică de N=(z-p) ori. Deoarece locul geometric ai funcţiei caracteristice 
reprezintă de fapt locul de transfer al funcției H(s) raportat la punctul critic (-1,j0) aşa cum se 
vede din ecuația anterioară, rezultă că locul de transfer se va roti în sens pozitiv în jurul 
punctului critic(-1,j0) de N=(z-p) ori. 

Conform condiției impuse de criteriul matematic general de stabilitate, pentru ca 
sistemul de reglare să fie stabil este necesar ca funcția de transfer a sistemului închis să nu 
aibă poli poziționați în semiplanul drept; cum polii funcției de transfer ai sistemului închis 
sunt zerourile funcției caracteristice, rezultă că, pentru ca sistemul să fie stabil este necesar ca 
z=0 şi N=(-p). Din expresia funcției F(s) se observă evident că polii funcției caracteristice 
sunt aceiaşi cu polii funcției de transfer ai sistemului deschis. Rezultă următoarea formulare a 
criteriului de stabilitate Nyquist pentru sistemele închise : 

Condiția necesară şi suficientă pentru ca un sistem cu reacție unitară (sistem de reglare 
automată) să fie stabil este necesar şi suficient ca hodograful funcției de transfer a căii directe 
H(s) (funcția de transfer a sistemului deschis) să se rotească în sens negativ (orar) în jurul 
punctului critic (-1,j0) de un număr de ori egal cu numărul de poli ai funcției H(s) poziționați 
în semiplanul drept. 

În cazul în care sistemul deschis este el însuși stabil, conform criteriului matematic de 
stabilitate nu trebuie să aibă poli poziționaţi în semiplanul drept, deci p=0 şi N=0, iar criteriul 
Nyquist de stabilitate se reformulează astfel. 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un sistem cu reacție unitară (sistem de reglare 
automată) să fie stabil este necesar şi suficient ca hodograful funcției de transfer a căii directe 
H(s) (funcţia de transfer a sistemului deschis) să nu înconjoare punctul critic (-1,j0), adică 
hodograful H(jo) trebuie să intersecteze axa reală în sensul crescător a lui œ într-un punct 
situat la dreapta punctului critic (-1,J0), vezi figura 5.5. 
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Instabil 


La limita 
1 crifica 


Re[H(jw)] 


Fig. 5.5. 
În mod evident, dacă locul de transfer trece prin punctul critic (-1.j0) sistemul se află la limita 
critică de stabilitate (caz în care sistemul are cel puţin un pol aflat pe axa imaginară), deci din 
punct de vedere practic este considerat instabil. Se poate ajunge într-o astfel de situație dacă, 
pornind dintr-o situaţie de stabilitate, se măreşte factorul de amplificare a sistemului deschis 
peste o anumită valoare kiim; se spune în acest caz să sistemul automat este condiționat stabil. 
Când forma locului de transfer este complicată, corespunzător unei funcţii de transfer 
a sistemului deschis H(s) cu mai mulți termeni, determinarea argumentului sau a numărului N 
de ocoliri a punctului critic nu mai este comodă. De exemplu, pentru o funcție de transfer de 
forma: 


k + Tas)- (+ To5) 


H(s)=— 
s (+ D599): (+ Dos) 


se obţine locul de transfer din figura 5.6. 


!Re[H(s)] 
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În astfel de situaţii, pentru aplicarea criteriului Nyquist, se foloseşte haşurarea pe 
drepta locului de transfer, când acesta este parcurs în sensul crescător al frecvenţelor: 

a) dacă punctul critic se află în afara zonei haşurate, atunci atât sistemul închis cât şi 
cel deschis sunt stabile. 

b) dacă punctul critic (-1,J0) se află în zona haşurată, atunci sistemul deschis este 
instabil, iar pentru a determina stabilitatea sistemului deschis este necesar să se stabilească 
numărul de ocoliri al punctului critic în sens antiorar. 

Criteriul de stabilitate Nyquist, prezintă avantajul că se poate utiliza locul de transfer 
determinat experimental, fără a fi necesar să se facă apel la un model matematic al sistemului 
automat care este uneori greu de stabilit. 

Acest criteriu, permite de asemenea, scoaterea în evidență cu relativ destulă uşurinţă, a 
influenţei unor parametri principali ai sistemului automat — factorul de amplificare şi factorul 
de amortizare 


5.1.6. Marginea de amplitudine şi marginea de fază; criteriul lui Bode. 


Dacă hodograful funcției de transfer al unui sistem oarecare trece prin punctul critic (- 
1,0), înseamnă că: 


HGo|=1 si ars ]HUo)=-z (5.31) 


Dacă amplitudinea este exprimată în decibeli, atunci se poate scrie pentru pulsația 
corespunzătoare punctului critic relația: 


A(@)as=20lg|HG@)|=201g1=0 (5.32) 


Din relația (5.32) rezultă că pulsația corespunzătoare punctului critic reprezintă 
pulsația la care caracteristica A(œ)ap intersectează axa pulsațiilor; această pulsație este 
denumită pulsație critică (sau de tăiere) şi se notează cu œo. 

Pentru sistemele a căror hodograf trece prin punctul critic, oo corespunde pulsației la 
care caracteristica argumentului ọ(œ) ia valoarea — n. 

Pentru sistemele stabile, al căror hodograf intersectează axa reală într-un punct aflat la 
dreapta punctului critic (conform criteriului Nyquist de stabilitate), modulul corespunzător 
defazajului p=- m va fi mai mic decât unu, adică: 


A(lo)ag <0 (5.33) 


Asta înseamnă că pentru sistemele stabile intersecția cu axa pulsațiilor a caracteristicii A(@)ag 
se realizează la o pulsație mai mică decât pulsația pentru care o(@)=- z. 

Pentru orice sistem, punctul corespunzător pulsației op de pe hodograf se afla la 
intersecția acestuia cu cercul de rază unitate şi centrul în origine (vezi figura 5.7 în care curba 
1 corespunde unui sisten stabil, curba 2 unui sistem aflat la limita critică de stabilitate iar 
curba 3 unui sistem instabil) 
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Fig. 5.7. 

Pentru a caracteriza gradul de stabilitate al unui sistem se definesc două mărimi 
caracteristice: 

e rezerva de stabilitate în modul, numită şi margine de amplitudine 

e rezerva de stabilitate în fază numită şi margine de fază. 

Se defineşte marginea de fază ca fiind unghiul y care satisface relația: 

7=150+ (0) (5.34) 

Marginea de fază se vizualizează fie prin unghiul corespunzător punctului de 
intersecție între locul de transfer şi cercul de rază unitate în sens trigonometric pozitiv (figura 
5.7), fie pe diagrama fază pulsaţie față de dreapta p=- n, la pulsaţiile critice (fig 5.8). Sistemul 
este stabil dacă marginea de fază este pozitivă (y>0) iar rezerva de stabilitate se apreciază în 
raport cu valoarea acesteia. 

Valorile uzuale pentru rezerva de stabilitate sunt y=200... 60°; pentru sistemele 
automate cu un răspuns bine amortizat se recomandă y=30°... 60%. 


Aw) 


Fig. 5.8 
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Se numeşte margine de amplitudine (amplificare, sau câştig) inversa valorii atenuării 
la pulsaţia œ, pentru care p(0)=-—7, astfel, marginea de amplitudine m, se exprimă prin 
relația: 


1 
m 
k Ho, ) (5.35) 
Marginea de amplitudine se poate exprima şi în decibeli cu relația: 
Mila > (og = 40) (5.36) 


Un sistem este stabil dacă marginea de amplitudine exprimată în decibeli este pozitivă. 
Marginea de amplitudine mulap este pozitivă dacă m>1, ceea ce presupune |HGœ)|<1. Pentru 
ca marginea de amplitudine să fie pozitivă, este necesar ca punctul de intersecție cu axa reală 
a hodografului funcției să se afle la dreapta punctului critic. Pe diagramele Bode marginea de 
amplitudine se măsoară pe diagrama A(0) la pulsaţia o, (vezi figura 5.8) şi este pozitivă dacă 
diagrama A(0)) se află se află sub axa œ la pulsația œp şi negativă dacă diagrama A(0) se află 
deasupra axei. 

Valori uzuale pentru marginea de amplitudine în cazul sistemelor automate cu 
amortizare bună sunt mulag=10... 20bB. 

Criteriul de stabilitate Bode se poate exprima astfel: 

Condiția necesară şi suficientă pentru ca un sistem automat să fie stabil este ca 
reprezentarea fază-pulsație să intersecteze axa pulsaţiilor într-un punct situat la stânga 
pulsaţiei corespunzătoare intersecţiei caracteristicii A(0) cu axa pulsaţiilor. 

Justificarea acestui criteriu reiese din cele prezentate anterior. 
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5.2. Stabilitatea externă a sistemelor discrete 


5.2.1. Criteriul matematic general de stabilitate a sistemelor discrete 


Se consideră un sistem discret a cărui z-funcţie de transfer este dată de relația (5.37). 


m m-l 
baz” + bu +...+ b 


H(z)=—— - (5.37) 
Zz” +4,12” +...+ ao 
Ecuația caracteristică a sistemului va fi în acest caz: 
z” +a, Z” +. +a =0 (5.38) 


Fie 1,A2,... „Àn rădăcinile ecuației caracteristice; în acest caz z-funcția de transfer a 
sistemului poate fi descompusă în fracții simple cu relația (5.39). 


H(2 C C, C 
—— = —— + — +... + 
Z: z- z— A z—Å (5.39) 


Seria pondere obținută prin aplicarea transformatei Z inverse în relația (5.39) va fi: 
h(k) = CAE + CA +... CA (5.40) 
Condiţia ca seria pondere să fie convergentă pentru k-—>oo este ca: 


JA] < 1] (5.41) 

Din această relaţie rezultă criteriul matematic general de stabilitate pentru sistemele 
discrete. 

Un sistem discret este stabil IMEM dacă rădăcinile ecuației caracteristice (polii 
funcției de transfer în z) sunt poziționate în interiorul cercului de rază unitate. 

La fel ca în cazul sistemelor netede şi pentru sistemele discrete au fost elaborate 
criterii care fac posibilă determinarea stabilităţii sistemelor fără a fi necesară rezolvarea 
ecuaţiei caracteristice. 


5.2.2. Criteriul Schur-Cohn 
Acest criteriu este un criteriu algebric care permite determinarea stabilităţii sistemelor 


discrete prin calcularea unui număr de 2n determinanți. Pentru aceasta se construiesc matricile 
Ax şi B (k=1-n) asociate sistemului discret care conțin coeficienţii ecuaţiei caracteristice: 


an Ana An e Ank Aka Aka Arka = Ao 
0 o cad d e Aga ; ; i A (5.42) 
A, = 0 a, a3 B=|a q ay 0 
a, do 
0 0 O nm a a 0 O = 0 E 
L n d e al J Se calculează 


apoi determinanții: 
Cı=det(A44+B; D;=det(Ay By (5.43) 


172 
TEORIA SISTEMELOR ŞI REGLAJ AUTOMAT 


Criteriul Schur-Cohn de stabilitate afirmă că un sistem discret este stabil dacă: 
e pentru n par sunt îndeplinite condițiile: 

C2<0; D><0; C>0; D>0; Cs<0; De<0;...... 
e pentru n impar sunt îndeplinite condiţiile: 

C/<0; Dr >0; C3>0: D3<0; Cs<0; D5>0;...... 


5.2.3. Criteriul Jury 


Pentru aplicarea acestui criteriu se construieşte următorul tabel pornind de la 
coeficienţii ecuaţiei caracteristice a0,... „an: 


do 4, a, an2 Ana An 
an Ana An a, d, Ao 
bo 1 2 Bag By 
bai Da brg b, 0 

Co ci C3 Cu Sal 
Cn-a Cn Cn-4 Co 

Po Pi P2 

Po Pi Po 

do qı 

qı do 

r 

r 


Ceilalți coeficienți ai 
tabelei (5.44.) se calculează cu relațiile (5.45). 


b, =a,4;-a,a 


n” n-j 


c, bb, -b,b 


n-l-j 


(5.45) 
q; 5 PaP; PP) 


r =q -qi 
Criteriul Jury de determinare a stabilității afirmă că un sistem discret este stabil IMEM 
dacă sunt îndeplinite condițiile: 
e P(1)>0; P(-1)>0 pentru n par 
P(-1)<0 pentru n impar 

şi: 

an> ao; bo>bn-1; CO>Cn-2... ...PO>p2 
unde P(1) reprezintă valoarea polinomului caracteristic (5.46) pentru z=/. 


P(z)=a,z" 00 sat du (5.46) 
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5.2.4. Criterii bazate pe transformări omografice 


S-au prezentat anterior criterii care determinau plasarea rădăcinilor ecuaţiei 
caracteristice pentru sistemele netede în semiplanul stâng, asigurând astfel stabilitatea 
sistemelor netede. 

Deoarece condiția de stabilitate IMEM pentru sistemele discrete este ca rădăcinile 
ecuaţiei caracteristice să fie poziționate în interiorul cercului de rază unitate, se caută o 
schimbare de variabilă w care să transforme cercul de rază unitate din planul z în semiplanul 
stâng al noii variabile. O astfel de schimbare se realizează cu relația: 


z+] 
W = 


z-—l 
Pentru determinarea stabilității sistemului discret a cărui polinom caracteristic este 
P(z) definit de relația (5.46) se calculează polinomul P(w) şi se aplică pentru acest polinom 
criteriile de stabilitate specifice sistemelor netede, care stabilesc poziționarea rădăcinilor 
ecuației (5.47) în semiplanul stâng. 
P(w)=0 (5.47) 


Dacă rădăcinile ecuaţiei (5.47) sunt poziționate în semiplanul stâng, atunci sistemul al 
cărui polinom caracteristic este dat de (5.46) este stabil. 
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CAP VI. SINTEZA SISTEMELOR AUTOMATE LINIARE ȘI CONTINUI 


6.1. Problemele sintezei SALC 


În proiectarea SALC plecând de la specificaţiile privind procesul tehnologic şi de la 
indicii de performanță ce se impun sistemelor (pe baza acestor specificaţii) trebuie realizată 
implementarea fizică a sistemelor automate. 

Ca metode de proiectare se pot folosi : 

a) metoda de proiectare (de sinteză) directă- prin care pe baza specificațiilor şi a 
performanţelor impuse se realizează elaborarea în mod deductiv, riguros a modelului matematic 
al dispozitivului de automatizare. 

b) metoda de proiectare indirectă - pe baza consideraţiilor tehnice se aleg elementele 
obligatorii a face parte din structura sistemului, după care, se încearcă completarea structurii cu 
elementele care să satisfacă cerinţele impuse asupra performanțelor sistemului (încercări care se 
realizează în cadrul unor proceduri iterative) . 


6.2. Proiectarea prin încercări 


Etapele acestei metode sunt în general următoarele : 

1) Stabilirea pe baza specificaţiilor tehnice furnizate de beneficiar a indicilor de 
performanță care trebuie realizaţi de sistemul automat; aceşti indici sunt legaţi de condiţiile 
impuse de beneficiar referitoare la natura şi modul de variație al mărimilor perturbatoare, viteza 
maximă de variaţie a mărimii de ieşire, limitele maxime şi minime ale acesteia, deci vor fi indici 
de evoluţie în timp a sistemului (eroarea staționară £s , suprareglajul o, timpul de întârziere ti , 
timpul de creştere t, , timpul de stabilire t,) . Întrucât această metodă face apel la caracteristicile 
de frecvenţă se va face corelarea acestor indici cu caracteristicile de frecvenţă (amplificarea de 
rezonanță My, pulsaţia de rezonanță ©m , pulsaţia de tăiere œ. , tipul sistemului) . 

2) Alegerea acelor elemente obligatorii a face parte din sistem (funcție de natura 
mărimilor de intrare - traductoare, funcție de natura mărimilor de execuție - elemente de 
execuţie) şi a schemei funcționale care să realizeze funcţiile impuse sistemului de automatizare. 

3) Unele elemente ale sistemului sunt prevăzute cu posibilitatea de reglare a coeficienţilor 
sau de alegere a unei valori din mai multe valori posibile ale parametrilor; a treia etapă constă în 
reglarea sau alegerea acelor valori ale parametrilor elementelor componente care să satisfacă 
cerințele impuse sistemului (indicii de performanță impuşi). 

4) Analiza sistemului astfel realizat prin metodele de analiză cunoscute . 

Dacă sistemul nu realizează performanţele impuse (acest lucru fiind reliefat în urma 
analizei realizate conform operaţiei 4) se repetă operația 3. 

Dacă în urma reacordării parametrilor elementelor componente nu se realizează 
performanţele impuse, se corectează schema propusă prin introducerea unor elemente 
suplimentare (elemente de compensare sau corecție) după care se repetă operaţiile 3 şi 4 . 

Dacă nici aşa nu putem găsi elemente de corecție care să ducă la satisfacerea parametrilor 
de performanţă aleşi, înseamnă că aceştia sunt incompatibili din punct de vedere al realizării 
practice şi se reanalizează aceşti parametri (se modifică) după care se repetă operaţiile 
menționate. Modificarea parametrilor şi a indicilor de performanță impuşi poate fi făcută: 

a) În interiorul limitelor rezultate din specificaţiile tehnice ale beneficiarului aceste 
modificări pot fi făcute fără nici o restricție; 

b) Atunci când modificarea indicilor de performanţă impuşi presupune ieşirea din 
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limitele impuse prin specificaţia tehnică a beneficiarului atunci orice modificare trebuie făcută 
numai cu acordul acestuia. 


6.2.1. Reprezentări grafice utilizate la proiectarea prin încercări 


Specificaţiile de performanţă se dau în general ca performanţele locale pe curba 
răspunsului indicial (deci în domeniul timpului) . Analiza influenţei pe care elementele de 
corecție o introduse au se face în domeniul frecvenţelor (caracteristica polară, hodograful H(jo), 
A(0), p(6)) . Trebuie deci găsite corelaţii între răspunsul în timp şi răspunsul în frecvență al 
sistemelor . 

Pentru sistemele de ordinul 2 au fost stabilite următoarele relaţii cantitative . 

- Frecvența de rezonanță ©m pentru care caracteristica | Ho(Jo)| = M(o) prezintă un vârf 


este dată de : 
On= Oa l-2£ (6.1) 


- Valoarea de vârf (de rezonanţă a caracteristicii) de frecvenţă : 


Ma be (E) (62) 


- Pulsaţia oscilaţiilor răspunsului indicial (în caz că el e oscilatoriu) : 


o=aNl-€ (6.3) 


- Valoarea maximă a răspunsului indicial (în caz că prezintă suprareglaj) : 


-Er 
Yox Lte fF (6.4) 
- Inegalitatea : 


Ymax E L18- M m (6.5) 


unde 4, este pulsația naturală iar & factorul de amortizare . 

Aceste relații se traduc astfel : 

a) Conform relației (6.1) pentru o valoare dată £, cu cât @m are o valoare mai mare cu atât 
GO. are o valoare mai mare, deci durata regimului tranzitoriu este mai mică . 

b) Din relațiile (6.2) şi (6.3) se vede că o scădere a valorii lui £ provoacă o creştere 
simultană a lui Mm şi Ymax . (În practică se folosesc sisteme pentru care 1 > & > 0,4 pentru care se 
obţin valori apropiate a lui Ymax şi Mm) . 

Aceste relaţii stabilite pentru sistemele de ordin 2 sunt valabile cel puţin calitativ şi pentru 
sisteme de ordin superior; se pot astfel obţine informaţii asupra modului cum trebuie modificaţi 
parametrii elementelor obligate a face parte din sistem în cadrul operaţiei 3. 

Influența schimbării unor parametri ai sistemului s-au chiar a structurii sale asupra 
performanţelor sistemului se poate studia prin poziţia în planul variabilei complexe s a polilor 
funcției de transfer a sistemului închis . 

Poziţia acestor poli este descrisă de către locul rădăcinilor ecuației caracteristice a 
sistemului. 

Referitor la informaţia dată de amplasamentul polilor sistemului închis asupra răspunsului 
în timp şi în frecvenţă se fac următoarele precizări : 

1. Exprimând funcția de transfer a sistemului închis sub forma : 
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ea 


J[6-p;) 
j 


Ho(5)> ko (6.6) 


răspunsul indicial va fi de forma : 


(D= 1+ S e” (6.7) 


k=1 
unde Ax este funcție de Zi , Pj astfel : Ak = Ax (Zi , Pj) unde j z k, relații ce permit aflarea 
răspunsului indicial din configurația polilor şi a zerourilor sistemului închis . 
Relaţii pentru determinarea lui Ax sub forma dată se găsesc în literatura de specialitate . 
Vom prezenta forma acestor relaţii pentru un sistem care are la intrare un semnal treaptă unitară 
şi care trebuie să realizeze o eroare staţionară nulă : 


1 ING zi) 
Yq = lim y) = lim sY(9)= lim sHo(5)—= ko =] (6.8) 
t—>0 = > S 


] [e P;) 


rezultă : 
IG P;) 
ko = ~~ (6.9) 
IG Zi) 


Din (6.6) şi (6.9) rezultă : 


Ilp) T] 6-2) 


Hör- r ~ (6.10) 


Iewa] [6-p,) 


Presupunând că valorile pj sunt distincte se obține y e ali în fracții simple: 
Y(s = OR td (6.11) 
= $- P} 
înmulțind ambii termeni cu s-px avem : 


„Tep iis- zi) (s-p) 
Sp: J Èa 


(6.12) 
* it) Tl&-zp : z P, 
Făcând ca s să tindă spre px rezultă pentru un k oarecare : 
IEP, ] [(p.-z 
= Au (6.13) 


| ]c2 p-p) 


n 
unde fj, are semnificația de produs după n cu excepția valorii k . 
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2. În ipotezele : 

a) exceptând polii dominanţi ceilalți poli ai sistemului închis sunt depărtaţi mult de axa 
imaginară ; 

b) polii care nu sunt depărtați de axa imaginară se află fiecare în vecinătatea unui zero ; 

se pot determina următoarele relaţii : 


(_-Zoz+29,) 


îi (6.14) 
ony l-E 
o=. Pl pl ZEE pto x100% (6.15) 
PPa. iz 
unde : - tm = este valoarea aproximativă a timpului pentru care : 
Yltm) = Y max (6.16) 


- È z suma argumentelor vectorilor ce unesc un pol dominant Po al sistemului închis cu 
fiecare zero Z; : 


> pz> Xarg(Z;- Po) (6.17) 


- È bp = suma argumentelor vectorilor ce unesc un pol dominant Po al sistemului închis cu 
fiecare alt pol P; : 


> br> Xarg(P;- Po) (6.18) 


- o = suprareglajul (procentual) 


(70) 


SVAR P; | = modulele vectorilor de poziţie ai zerourilor şi respectiv polilor sistemului 
închis, în planul S ; 


- |Z;-P0|;|P;- Po| = distanţele zerourilor şi polilor faţă de un pol dominant Po . 


3. S-au stabilit de asemenea următoarele relații aproximative : 
1 


tam 


k, 


2 ] 
te= 27 |-(—)-( 
ko k 
unde : 


ti = timp de întârziere 

te = timp de creştere 

ky = coeficient de eroare de viteză 

ka = coeficient de eroare de accelerație 

4. Răspunsul la frecvenţă e complet determinat de poziţia polilor şi zerourilor sistemului 
în circuit închis . 

Din relația (6.10) avem : 


(6.19),(6.20) 


[Ice Lldo-2 
Hoo) (6.21) 


[It [[6o-p,) 


Din cele expuse rezultă că, cunoaşterea locului rădăcinilor permite un control simultan al 
efectului poziționării punctelor singulare ale sistemului asupra răspunsului în timp şi a 
răspunsului în frecvență . 
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6.2.2. Amplasarea elementelor de corecție. Corecţia serie . Corecţia prin reacţie 


Elementele de corecție pot fi amplasate în serie pe legătura principală (fig. 6.1) sau pe o 
reacție (fig. 6.2). 


Instalatie 
tehnologica 


Element, 
executie 


Fig 6.2 
Nu se poate da o regulă generală pentru alegerea uneia sau alteia din metodele de legare, dar se 
pot face precizări asupra factorilor ce trebuie luați în considerație : 
1. Caracteristicile unui compensator serie se calculează mai uşor ca ale unuia paralel . 
2. În general se obţine o durată mai mică pentru procesul tranzitoriu în cazul compensării 


serie . 

3. Amplasarea corecţiei serie impune adesea introducerea unui amplificator pentru 
adaptarea sau mărirea amplificării lucru ce nu este necesar în cazul corecției pe reacție . 

4. În cele mai multe cazuri, elementele de compensare serie sunt rețele electrice simple R, 
L, C - ieftine şi uşor de introdus în sistem . 

5. Gradul de stabilitate şi precizie a funcționării sistemului în condițiile unor perturbații şi 
neliniarități pronunţate se poate îmbunătăți prin compensarea pe reacție . 

6. În cazurile în care introducerea corecţiei serie necesită un amplificator se va ţine seama 
că zgomotele din sistem pot deveni deosebit de mari şi că acestea pot fi atenuate cu o reţea de 
compensare pe reacţie . 

7. La aplicarea unei compensări pe reacție este adesea necesar să se menţină tipul 
sistemului de bază, fapt ce implică existența în funcția de transfer a compensatorului a unui 
factor derivativ cu ordin cel puțin egal cu al sistemului de bază . 

8. Elementul de corecție rezultat în urma proiectării se poate întâmpla să nu fie realizabil 
fizic. 


6.2.3. Reţele de compensare 
În sistemele automate moderne care conţin amplificatoare electronice, elementele de 


compensare iau forma unor reţele electrice simple (quadripoli), care se introduc în serie cu 
amplificatorul sau pe o reacţie a sa . 
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6.2.3.1. Reţele cu avans de fază (reţele derivative) 


Aceste reţele sunt descrise de funcţia de transfer : 
I ItaaTaS (6.22) 
Qa lTas 
cu Qa constantă şi aa > 1 iar Ta constantă de timp derivativă. 

El poate fi realizat fizic cu un circuit ca cel din fig. 6.3, parametrii funcției de transfer 
având în acest caz valorile : 


H a(s)= 


ai gi pe (6.23) 


Caracteristica amplitudine-frecvenţă A(0) este dată de relaţia: 


A(0)=201sAl+aui Tu o" - 2018 ga-20lg J1+T2 a 


Hodograful funcției Hego) este prezentat în figura 6.4 . Se observă că pentru o mici se 


obține [248 (o) = a 
w—0 a 


iar pentru œ mari se obţine |H a (jo)|=1 . 


o—0 


Caracteristica A(œ) este prezentată în fig. 6.5. 


j Ira [Hije] 


Re [Hija 


Œd 


Fig 6.4 
Trasarea ei se face cu aproximările : 


> dT o >l si To >>l1> Alo) =-20lg qı 


a) o< 
QaTa 


EEN ZT @ >>1 si TL@<<1>Alo)=-20lg au +20lg oTa 
QaTa Ta 


c) os asilo- 0a 2070200 le 20 le into =0 
T 


d 


b) 
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Expresia Pca(0) este : 


Q (0) > arcig( aa Ta0)-arclg Tao (6.25) 
iar caracteristica este prezentată în figura 6.6. 
Pico) 


Fig. 6.6 


Din figura 6.6 se constată că Pca(0) > 0 pentru o > 0 ceea ce justifică denumirea de 
rețele cu avans de fază pentru acest tip de reţele . 
Avansul maxim dat de o astfel de reţea se calculează cu relația : 


P > aresin & i (6.26) 
max Qa + 1 
şi se constată că el depinde numai de valoarea lui aa . 
Din caracteristica A(0) se observă că această reţea se comportă ca un filtru „trece sus”. 
În practică valorile lui œa sunt cuprinse pentru o rețea între 5 - 10 pentru care ea max = 42° - 55°; 
dacă este necesar un avans mai mare de 55° se folosesc mai multe astfel de rețele înseriate 
(separate de etaje de amplificare înseriate). 


6.2.3.2. Reţele cu întârziere de fază (reţele integratoare) 


Aceste reţele sunt descrise de funcţia de transfer : 


LETS 


6.27 
Il+a:T;S ( 


Hei (s) E 
cua>l. 
O astfel de rețea poate fi realizată fizic cu un circuit ca cel din fig. 6.7., parametrii funcției 
de transfer având în acest caz valorile : 


a;=1+%. si T,=R,C (6.28) 


2 


Fig 6.7 Fig. 6.8 


l1. Rp 
Se observă că pentru œ mare |H (jo) =— jar pentru œ mici |Ha (o) =], 


w—%o i o—0 


Amplitudinea 
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Al@)=20lg 41+ T? -20le 41+ T o (6.29) 


iar reprezentarea ei dată în fig. 6.9. cu următoarele aproximații : 


2) o > Ä(o)=20lg 1-201g1=0 
Qili 


b) E E S E AA 
diTi Ti 


D A 
c) @>—> A(@)z=20lg T;@ - 20 lg a;- 20lg T;o=- 20 lg a; 
Ti 
Expresia Pci(00) este : 

p.,;(0)> arcts(T;0)- arcts(a;T;0) (6.30) 
şi reprezentarea ei este dată în figura 6.10. 


= 
II 
e 

| 
|- 


AW) T 


4 . 
- rom a 4a,> o 
a, > a; d 
Fig. 6.9 Fig. 6.10 
Din figura 6.10. se observă că pei(w) < 0 pentru o > 0 ceea ce justifică denumirea rețelei 
de rețea cu întârziere de fază. 
Intârzierea (defazajul) maxim se calculează cu relația : 


a-l 
__ = aresin 6.31 
OP cima a; +1 ( ) 
din care se vede că depinde doar de a; în timp ce 
me (6.32) 
Tiy æi 


reprezintă pulsația la care apare acest maxim şi depinde şi de Ti. 
Pentru aceste rețele, la fel ca şi în cazul rețelelor derivative este posibilă cuplarea în serie cu un 
amplificator . 


6.2.3.3. Retele cu întârziere şi avans de fază (integro-derivativă 


Dacă se combină în cascadă o reţea cu întârziere de fază cu o reţea cu avans de fază 
cuplate prin intermediul unui amplificator separator cu factor de amplificare (şi cu o impedanţă 
foarte mare astfel încât prima rețea să poată fi considerată a funcționa în gol), rezultă o rețea de 
corecție integro-derivativă a cărei funcție de transfer este : 


k 1+ s pie 
Hea = ea L (6.33) 
Qa l+Tas ltaTi:s 


obținută prin înmulțirea functiilor de transfer a celor trei elemente dacă aq = a; = 0 ; aq = k şi 
Ti>Ta caz frecvent întâlnit 


l+&Taıs I+T;s 
ii aa (6.34) 
l+Tas I+aT;s 


Această rețea poate fi realizată fizic cu un circuit ca cel din figura 6.11. 
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Fig. 6.11 
Hodograful funcției Heia(J0) este prezentat în figura 6.12. 


j Ira [Hije] 


Fig. 6.12 


Amplificarea A(œ) e dată de relaţia : 


Alo)=20lg JI+Æ@ T} +20lg JI+T?@ -201g JI+T}s=20 Ita To (6.35) 


iar caracteristica este cea din figura 6.13. 
l 


Aw), V= i = Se E gz+ 
e) i Ti Ti a CaTa 


a i 6dB/oct 
-Xlg a À (0dB/dec) 
Fig. 6.13 
Expresia Geia(00) este dată de relaţia : 
Pcia( 0) = Peal) T Pci(0) (6.41) 
iar reprezentarea ei este dată în fig. 6.14. 
P) 
lg 
Rain 


Fig. 6.14 
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6.2.4.. Realizarea proiectării prin metoda încercării - etapa compensării 


Pentru o mai bună orientare privind alegerea rețelelor de compensare prezentăm efectele 
acestora : 

l- Rețelele cu avans de fază : 

* măresc într-o măsură moderată factorul de amplificare k al sistemului îmbunătățind 
precizia în regim staționar . 

* măresc considerabil pulsația naturală o, , reducând astfel mult durata procesului 
tranzitoriu; 


1 dk ; ' ; 
* introduc atenuare ( — ), necesitând un amplificator cu factorul de amplificare mai 
Qa 


mare decât factorul de amplificare k scontat pentru tot sistemul . 

2- Reţele cu întârziere de fază : 

* măresc substanţial factorul de amplificare total k al sistemului, micşorând eroarea 
staționară . 

* micşorează valoarea pulsaţiei naturale œn mărind astfel durata regimului tranzitoriu . 

3- Reţele cu întârziere şi avans de fază : 

* combină efectele favorabile sus menţionate pentru cele 2 tipuri de sisteme . 

* Referitor la modul de conectare a rețelelor de corecție trebuie arătat că se foloseşte 
compensarea serie în principal pentru corectarea performanțelor sistemului cu ajutorul rețelelor 
pasive . 

* Compensarea pe reacție se utilizează mai ales pentru stabilizarea caracteristicilor unor 
elemente din sistem, dar poate fi utilizată şi în acelaşi mod ca şi compensarea serie ; se pot utiliza 
în aceste scopuri traductoare de viteză sau acceleraţie, respectiv reţele electrice pasive . 

În cazul compensării pe o reacţie locală (ca în fig. 6.15) în jurul unui element al 
sistemului, ansamblul format de bucla de compensare are un efect invers faţă de cazul când 
compensatorul ar fi montat în serie pe legătura directă . 


Fig. 6.15 


Acest lucru se poate arăta pornind de la funcția de transfer a elementului H; şi al 
elementului de compensare montat pe reacţie : 


H) 
1+ H(S)H-(S) 
Pentru o gamă de pulsații corespunzătoare hodografului sistemului dat în vecinătatea punctului 
critic (-1, J0) se poate considera : 


H: (9)= (6.37) 


Hı(s) He(s) >> 1 (6.38) 
ŞI atunci : 
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1 
(o )——— 6.39 
Ho) Rio (6.39) 


Pentru corecția serie cu ajutorul rețelelor electrice pasive standard se pot folosi următorii 
algoritmi de proiectare : 

I. Compensarea prin reţele cu avans de fază : 

l- Se ajustează factorul de amplificare al sistemului (necompensat) astfel încât să se 
obțină valoarea dorită Mm a vârfului din caracteristica de frecvenţă a sistemului închis . Această 
operaţie se execută în următoarele etape : 

a) Se trasează hodograful funcției de transfer H(s) a sistemului necompensat în stare 
deschisă (vezi fig. 6.16). 

b) Se trasează semidreapta 


y= m EAE (6.40) 
c) Prin încercări, se caută a se trasa cercul cu centrul pe axa reală negativă şi care să fie tangent 
atât la hodograf, cât şi la semidreapta (6.40) . 

d) Odată găsit acest cerc, se coboară pe axa reală perpendiculara din punctul de tangenţă 
dintre cerc şi semidreaptă . Notăm acest punct cu a . 

e) Valoarea căutată a factorului de amplitudine este : 

k'= a. (6.41) 
0a 
unde k este valoarea inițială . 

2- Se alege valoarea factorului aa , ținând cont de amplificarea dorită la frecvență zero 
(corespunzătoare la regim staționar) şi de eventualul defazaj necesar pentru obținerea unei 
margini de fază acceptabile . 

3- Se alege valoarea produsului oa Ta egală sau puțin mai mică decât valoarea celei mai 
mari constante de timp de la numitorul funcției de transfer a sistemului necompensat în stare 
deschisă - la sistemele de tip 1 sau mai mare, respectiv valoarea celei de-a doua constante de 
timp în ordine descrescătoare - pentru sistemul de tip 0 . 

4- Se repetă punctul 1) pentru sistemul compensat (ținând cont şi de atenuarea aa) . 


j a [Hijo] 


ZO 
Fig. 6.16 


II Compensarea prin rețele cu întârziere de fază : 
1) Se ajustează amplificarea sistemului (necompensat) pentru a obţine valoarea dorită Mm 
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- valoare ce se obține la pulsația o . 
2) La © = Om, defazajul Q4 este limitat la aproximativ pci = -5° cu valoarea a; aleasă mai 
mare decât creşterea dorită a aproximării, valoarea lui T; se află din ecuaţia : 


T?+ a-l Ţ,+ i 0 (6.42) 
Qi Om? Qai Oi Om 

alegându-se rădăcina mai mare (Pentru a = 1 avem T; = 10/00) 

3) Se repetă punctul 1) pentru sistemul compensat . Factorul de amplificare a 
amplificatorului adițional rezultă din raportul între amplificarea după şi înainte de compensare. 

III Compensarea prin reţele cu întârziere şi avans de fază : 

1) Se ajustează amplificarea sistemului (necompensat) astfel încât să fie satisfăcută 
valoarea Mm dorită - pentru © = Om. 

2) Se combină rețelele de compensare individuale (cea cu avans şi cea cu întârziere de 
fază), proiectate ca la I şi II . 

3) Se repetă punctul 1) pentru sistemul compensat . 

4) Se determină amplificarea amplificatorului suplimentar . 
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6.3. Proiectarea analitică bazată pe localizarea 
punctelor singulare ale sistemului 


Această metodă de proiectare se realizează în patru etape . 

1) Pornind de la performanţele impuse sistemului automat, se determină (direct) expresia 
funcției de transfer a sistemului închis . 

2) Din aceasta se deduce funcția de transfer în circuit deschis a sistemului . 

3) Pe baza expresiei funcţiei de transfer în circuit deschis, precum şi a expresiei funcției 
de transfer. a elementelor obligate a face parte din sistem, se determină funcţia de transfer a 
elementului de compensare . 

4) Se aleg elementele de compensare care realizează funcția de transfer rezultată mai sus. 


6.3.1. Determinarea funcției de transfer a sistemului închis din specificaţii 


6.3.1.1. Determinarea excesului poli-zerouri 


Elementele obligate din sistem determină excesul numărului de poli față de cel al 
zerourilor în funcția de transfer a sistemului închis . 

Pentru a arăta acest lucru, notând cu Npi şi Nzi numărul de poli şi respectiv zerouri ai 
funcției de transfer a elementelor obligate a face parte din sistem, se obține proprietatea : 


Npr- Nz > 0 (6.43) 
O proprietate similară posedă şi funcția de transfer a sistemului deschis : 


Np-N:> 0 (6.44) 
Pentru realizabilitatea fizică a elementului de compensare, trebuie ca : 


Nrc- Nzc 20 (6.45) 
unde Npc şi Nzc reprezintă numărul de poli, respectiv de zerouri a funcției de transfer a acestuia 
Cum însă pentru funcția de transfer în circuit închis este valabilă relația : 


Np - Nz = Np - Na (6.46) 
iar pe de altă parte, există relaţia evidentă : 

N, -Nz = (Npr - Nzi) aÈ (Npe - Nze) (6.47) 
din 6.43 şi 6.47 rezultă că : 

Np - Nz > Nor - Nzi (6.48) 


care exprimă faptul că excesul numărului de poli față de cel al zerourilor sistemului închis este 
mai mare sau cel puțin egal cu excesul poli-zerouri corespunzător funcției de transfer a 
elementelor obligate a face parte din sistem . 

Această proprietate este esențială pentru determinarea numărului minim de poli şi zerouri 
ale sistemului închis pentru un caz dat, atunci când se indică elementele obligate a face parte din 
sistem. 
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6.3.1.2. Localizarea punctelor singulare funcție de performanţele de regim staționar 


In ceea ce priveşte legătura dintre localizarea punctelor singulare ale sistemului închis şi 
performanţele în regim staționar, precizăm următoarele : 
Dacă H(s) are prin definiție forma : 


k(1+ b13+_+ bus” 
H(s) me f bı = bms 2 
s“(ltast_taps) 
avem funcţia de transfer a comparatorului diferențial : 


cu (a+fB=n>m) (6.49) 


“(1+ ast... + agsf 
m= RI s“( a ags”) 2 
I+H(s) s“(I+as +... tags” )+k(I+pis+...+bns") 
+ ET n 
= Au ASt HAS ceas taste + (6.50) 
Bot Bst...*B,s I+k, 
1 L E 
+s+ g+.. 
unde : 
kp lim H(s) (6.51) 
reprezintă coeficientul de eroare la poziție . 
k,= lim sH(s) (6.52) 
este coeficientul de eroare la viteză şi 
ka= lim s? H(s) (6.53) 
este coeficientul de eroare la accelerație ; 
Se definesc de asemenea pentru un sistem de tip N : 
0 pentru iz N 
c) pentru i=N (6.54) 
lim s" H(5) 
Deci conform relaţiei (6.50) se obţine : 
k 1 1 
H(9)=1- Hi6) =——-—s8s-—5-... 6.55 
o(5) a(5) EP a (6.55) 
aşadar : 
k 
H0) = — (6.56) 
Ik 
|| -Z;) 
Cum Ho poate fi scris sub forma /770(5)= ko 3 rezultă : 
|| = P;) 
ko I5G Zi) 
-Ho _ 
kp (6.57) 


Sa [IEP )-k [Ez 


Din (6.55) avem : 
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d -1 
— =— 6.58 
g; Hu IET (6.58) 
În cazul sistemelor de tip I pentru care K, = œ rezultă : 
H(0)=1 (6.58.1) 
şi 
d 
1 g, E d (6.59) 
=- =- In Ho(s . 
ko H E IC) a 
s=0 
sau : 
1 
La [nk +Y ng- Z;)- Sn6- P} z 
i = (6.60) 


it 


-SL yL 
az, aP A 27 


În cazul în care Ho(0) + 1 atunci rezultatul trebuie înmulţit şi cu Ho(0) şi cu (6.57) obţinem: 


m 


else iess] w 


s=0 


Zi 


AE i 
-—=| — 6.62 
+: m) (6.62) 
Pornind de la observaţia că : 
d’ d i 
d 3 Ho(S) — Ho) 
(5) = SS] (6.63) 
Ho(s) Ho(S) 
cu 6.58 şi 6.62 obținem : 
2 1 
-—=H Limy (5)]+ (6.64) 
ka "d f k; Has) 
Derivata a doua a funcției Ho(s) în a se E calcula cu relația: 
2 2 ] | z Z:) 2 
L m mO tn [po = nt -z)- 
S S ] | = P;) S 
- p.)= e Ln (s-P,)= (6.65) 


ey l ig 
ds™s-Zi ds s-P; OP, TZ 
Pentru sisteme de tip I (Ho(0) = 1) se obține : 
RE Ne 200 MN 
i 
TP; A 


ka ki 


(6.66) 


189 
SINTEZA SISTEMELOR AUTOMATE LINIARE ȘI CONTINUI 


Iar pentru Ho(0) z 1 se obține : 


(6.67) 


Pe baza relațiilor (6.60), (6.61), (6.66) şi (6.67) se pot stabili configurații ale zerourilor şi 
polilor funcției de transfer a sistemului închis care corespund unor anumite valori ale 
constantelor ky şi ka. Pentru exemplificare vom considera cazul particular ky =œ, deci 1/k, = 0. 
Pentru sistemele în care kp =% (deci H(0) = 1) expresia lui ky este furnizată de ecuaţia (6.60). 
Vom considera o configuraţie poli zerouri ca în figura 6.18 care are doi poli complecși conjugaţi 
şi un zero real. 


j& 


sau: 


şi în continuare: 


Rezultă Z; = -1 
Acelaşi rezultat se poate obține şi plecând de la observația că acestei configurații a polilor îi 
corespunde ecuația caracteristică: 


ş2+25+2=0 si: @,=V42; €£=0,707 


Pi7-Eontj@n |1-£ 
P2>-6 n-o JI-€ 


A A ai 


Din (6.60) rezultă condiţia: 
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sia 1 1 2£ 


Să =- 
Zi -Eont jonrl-E -Eon jol-E On 


2 a ui 
Relaţia: salii =- Ze se poate aplica direct rezultând Zi = -1 


H @n 


6.3.1.3. Legătura dintre performantele de regim dinamic şi localizarea punctelor 
singulare 


Pentru determinarea configurației poli zerouri funcție de performanțele de regim dinamic 
se utilizează relațiile prezentate la paragraful 6.2.1. cu mențiunea că utilizarea configurației 
particulare cu doi poli principali (poli complecși conjugați situați relativ aproape de axa 
imaginară), restul polilor fiind considerați poli secundari (situați departe de axa imaginară sau în 
vecinătatea unor zerouri), este justificată din următoarele considerente: 

- majoritatea sistemelor automate se reduc cel puțin într-o primă aproximație la tipul de 
configurație considerat; 

- dată fiind o anumită configurație poli-zerouri care realizează anumite performanțe 
dinamice, se poate întotdeauna găsi o configurație de tipul celei considerate care să realizeze 
aceleaşi performanțe; în plus, această configurație permite o mult mai uşoară interpretare a 
caracteristicilor răspunsului dinamic funcție de localizarea polilor şi zerourilor funcției de 
transfer a sistemului închis; 

- tipul de configuraţie specificat permite obținerea unor poli reali ai funcției de transfer ai 
sistemului deschis, ceea ce este impus de condiţia ca reţelele de compensare să fie obținute sub 
forma unor rețele RC (pasive). 


6.3.2 . Determinarea funcţiei de transfer a sistemului deschis 
din funcţia de transfer a sistemului închis 


Considerându-se cunoscută funcţia de transfer a sistemului închis Ho(s), determinarea 
funcției de transfer a sistemului deschis se face cu relația : 


Hej- Hol (6.68) 
l- Ho(5) 
Dacă Ho(s) are forma; 
Horee (6.69) 
n(s) 
unde polii şi zerourile funcţiei de transfer sunt cunoscute, atunci: 
poe PO (6.70) 


n(s)- Ko p(S) 
Zerourile funcției de transfer a sistemului deschis vor coincide deci cu zerourile funcției de 
transfer a sistemului închis. 
Rezolvarea ecuației: 


n(s)- Ko p(s)=0 (6.71) 


implică în cazul sintezei sistemelor automate nu numai determinarea unei configurații oarecare a 
polilor funcţiei de transfer a sistemului deschis care să satisfacă condițiile de performanţă impuse 
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sistemelor ci şi obținerea unei configurații convenabile din punct de vedere al implementării ei 
fizice; compensarea sistemelor cu reţele RC (pasive) impune ca polii funcției de transfer ai 
sistemului deschis să fie reali şi negativi, iar necesitatea ca aceste rețele să fie cât mai simple 
impune ca printre polii funcției de transfer ai sistemului deschis să se afle cât mai mulți poli ai 
funcției de transfer a elementelor obligate a face parte din sistem. Astfel, dacă în funcția de 
transfer a elementelor obligate a face parte din sistem există poli compex-conjugaţi, ajustarea 
localizării polilor funcţiei de transfer ai sistemului deschis trebuie făcută în aşa fel, încât polii 
funcției de transfer a sistemului deschis să cuprindă toți polii complecși ai funcției de transfer a 
elementelor obligate a face parte din sistem. 

Îndeplinirea acestor condiţii ( poli reali negativi pentru rețele de compensare şi cât mai 
mulți din polii funcției de transfer a elementelor obligate a face parte din sistem în funcția de 
transfer a sistemului deschis) se realizează prin ajustarea unora dintre polii şi zerourile funcției de 
transfer a sistemului închis în jurul valorilor determinate inițial, prin aceasta nemodifundu-se în 
mod sensibil performanţele sistemului închis (a căror specificare nu se face într-o formă rigidă) 
deoarece există mai multe configurații poli-zerouri ai funcției de transfer a sistemului închis care 
asigură realizarea performanţelor 

Pentru rezolvarea ecuaţiei (6.71) în condiţiile arătate mai sus s-au dezvoltat mai multe 
metode. Una dintre acestea care permite interpretarea comodă a efectelor modificării 
configurației polilor şi zerourilor funcției de transfer a sistemului închis asupra configurației 
polilor şi zerourilor funcţiei de transfer a sistemului deschis este metoda reprezentării grafice a 
polinoamelor. 


6.3.2.1. Metoda reprezentării grafice a polinoamelor 


a) Expunerea metodei 
Această metodă serveşte la determinarea rădăcinilor reale ale ecuaţiei (6.71). In acest scop se 
reprezintă grafic modul de variaţie a polinoamelor n(s) şi Kop(s) pentru toate valorile reale s=o. 


SII ESEU: 


n(s)=kop(s) adică ale ecuației (6.71). Facem menţiunea că rădăcinile polinoamelor n(s) şi p(s) 
sunt cunoscute ceea ce uşurează trasarea curbelor de variație n(c) şi p(o). 
Vom considera cazul unei configurații cu o pereche de poli dominanţi. Fie: 


n(0)=(0"+25a„0ta.)(0-P;)(o-P,) (6.72) 
numitorul funcției de transfer a sistemului închis. 
Dacă polii P; şi P4 sunt mult depărtați față de polii complecși, atunci curba de variație a funcției 
n(c) şi p(o) vezi figura (6.19) prezintă un minim lângă origine. Acest minim are loc la o=—60, şi 
este cu atât mai pronunțat cu cât Ẹ este mai mare. 


nig) 


Fig. 6.19 
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La limită, când & = 1 minimul de lângă origine se află pe axa reală, polii complecşi conjugaţi 
devenind poli reali dubli. 
Pentru a afla rădăcinile ecuației (6.94) vom considera mai multe forme de variaţie a curbei 
polinomului p(s). 

e K*'p(0)=kKo; 

Dacă eroarea de poziţie în regim staționar este nulă atunci una dintre rădăcini se află în 
origine o=0 ca în figura (6.20). 


Fig. 6.20 Fig. 621 
Dacă P; şi P4 sunt destul de departe de polii complecşi, atunci funcția de transfer a 
sistemului deschis va avea toți polii reali negativi. Dacă însă P; se apropie de origine atunci se 
poate ajunge la situaţia din figura (6.21) în care funcția de transfer a sistemului deschis prezintă 
doi poli complecşi conjugaţi. Deoarece valorile lui P; şi P4 nu sunt critice rezultă că se poate găsi 
întotdeuna o distribuție corespunzătoare astfel încât toți polii funcției de transfer a sistemului 
deschis să fie reali negativi. 
Pentru situaţiile în care p(o)=Ko(0-Z 1) şi p(0)=Ko(0+2 Ew o +0) sunt trasate 
curbele din figura (6.22); |P3| şi |Pa| se pot alege suficient de mari astfel încât toate cele 4 puncte 
de intersecție să fie reale. Similar se pot trata cazurile pentru p(o) având forme mai complicate. 


nio) 4 P(O 


Fig. 6.22 

b) Relaţii analitice auxiliare care permit determinarea unora dintre rădăcinile ecuației 

n(5)-Kap(5)=0 

In unele cazuri determinarea unora dintre rădăcinile ecuaţiei n(s)-Kop(s)=0 prin metoda 
grafică expusă mai sus introduce erori inacceptabile (pentru rădăcini aflate foarte aproape una de 
alta de exemplu). În acest caz se pot folosi unele relaţii analitice pentru determinarea unora dintre 
aceste rădăcini, relații ce vor fi prezentate în continuare 

O primă relaţie se bazează pe determinarea coeficientului ky prin două metode diferite. 
În primul rând din configuraţia poli zerouri pentru kp = œ se obţine conform relaţiei (6.60) 


Pa i (6.73) 


Pe de altă parte cu: 
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fra) zi O (6.74) 
n(s)-kp(5) 
Obţinem conform relaţiei de definiţie a coeficientului de eroare de viteză: 
SE T p6) 
v` > sH(s)= so [5 6.75 
k, = limos H(9) = lims-o [i aE (6.75) 


unde rădăcinile lui p(s) precum şi o parte din rădăcinile lui q(s)=p(s)-kn(s) sunt cunoscute. Din 
comparația relațiilor (6.73) şi (6.75) se obține o primă relație analitică. 

Cea de-a doua relaţie analitică se bazează pe o relație între coeficienții şi rădăcinile 
ecuaţiei q(s) = 0. Astfel expresiile polinoamelor p(s) şi n(s) sunt în general de forma: 


D6)— hal 25-25) 2) kols" -s $ z+. +CD] Jz) (676) 
respectiv 
n(s)= ko(S - Pi)(S - P2).-(S- Pa) = kols"- spirt. tE] A) (6.77) 


Ținând cont de faptul că în general n-m> 2 se obține: 


q(s)= n(s)- p(5)=(5- p)(5- po).(5- ps "Sp, rutele, (6.78) 


Rezultă astfel relația: 


DP: Ap, (6.79) 


6.3.3. Determinarea funcţiei de transfer a elementului de compensare 


Determinarea funcţiei de transfer a elementelor de compensare se face pornind de la relaţia ce 
există între funcţia de transfer a elementelor de compensare, funcția de transfer a elementelor 
obligate a face parte din sistem şi funcția de transfer a sistemului deschis (figura 6.23) 


Pa H(s)=kG(s) 


F R aA A ey C NCT Noi 


Fig. 6.23 


Se obține: 
kG(s) 


kıGı(9) 
În scopul obținerii unor rețele de compensare cât mai simple trebuie, aşa cum am mai 
arătat, ca funcția de transfer a rețelei de corecție să conțină cât mai puţini termeni iar polii 
acesteia să fie reali şi negativi. 
Elementul de compensare ar trebui să elimine o parte din zerourile şi polii funcției de 


H(s) = KG(5) = k1G(5)k2G2(5)> k2G2(5) = (6.80) 
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transfer a elementelor obligate a face parte din sistem; deoarece pe de o parte acestea din urmă nu 
sunt liniare decât în urma unei prime aproximări şi pe un domeniu limitat de frecvenţe, iar pe de 
altă parte constantele de timp nu sunt cu totul fixe ci variază între anumite limite funcție de 
domeniul de lucru şi condițiile de funcționare, elementele de compensare nu vor face o eliminare 
completă a polilor şi zerourilor respective dar vor compensa efectul acestora într-o măsură 
suficientă pentru realizarea performanţelor impuse asupra sistemului. 


6.3.3.1. Implementarea rețelelor de corecție cu ajutorul cudripolilor pasivi RLC. 


Realizarea practică a reţelelor de compensare a căror funcție de transfer este determinată 
conform punctului anterior, se poate realiza la un preţ redus, în cazul sistemelor care procesează 
semnale electrice, cu ajutorul cuadripolilor pasivi RLC. 

Trebuie precizat că realizarea reţelelor de corecție cu funcție de transfer impusă se 
bazează pe reţelele de corecție derivative, integrative şi integro-derivative prezentate anterior. 
Trebuie făcută observaţia că pornind de la cuadripolul din figura 6.3. care reprezintă o reţea 
derivativă pentru R; tinzând spre infinit se obține cuadripolul din figura 6.24. 


TE, 


Ui R JE 


Fig. 6.24 


Notând RC=T (constanta de timp a elementului) se obţine funcţia de transfer a acestei reţele 
derivative particulare sub forma: 


Ts 


Ts+1 
Se remarcă faptul că rețeaua are caracter de filtru trece sus, utilizarea lui ca atare în curent 
continuu nefiind posibilă. Dacă însă montăm o astfel de rețea pe calea inversă a unui element 
proporțional cu factorul de amplificare u ca în figura 6.25 vom obține: 


H()= (6.81) 


Fig. 6.25 
- funcție de transfer pe calea directă: 


H(s)= u (6.82) 
- funcția de transfer pe calea de reacție: 


Ts 
(6.83) 
Ts+1 
- funcția de transfer a sistemului cu reacție: 


H.(s)=a 
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u(l+Ts) 
1+(1- ua)Ts 
Dacă se ajustează amplificarea (a) a elementului proporțional montat pe reacție în serie cu 
rețeaua de corecție astfel încât ua=1, se obține pentru sistemul închis funcția de transfer: 


Ho(5)= (6.84) 


Ho(5)= u(1+Ts) (6.85) 


Se observă că această funcţie reprezintă de fapt funcţia de transfer a unui element proporțional 
derivativ ideal, aceast element putându-se monta în serie pe calea directă ca în figura 6.26. 


Fig. 6.26 


În mod similar pornind de la cuadripolul din figura 6.7. care reprezintă o rețea de 
corecție integrativă, pentru R2=0 se obține cuadripolul din figura 6.27 a cărei funcţie de transfer 
este: 


1 


Ts+1 
unde s-a notat RC = T (constanta de timp a elementului). 


H(s)= (6.86) 


Fig. 6.27 


Un element a cărei funcţie de transfer este dată de relația (6.86) este o formă particulară de rețea 
de corecție integrativă, are o comportare de filtru trece jos şi deci poate fi montat în serie pe calea 
directă. Dacă însă se montează cuadriplolul din figura 6.27 în serie cu un amplificator cu 
amplificarea a în reacția unui element proporțional cu factorul de proporționalitate u ca în figura 
(6.28) se obține o reţea a cărei funcție de transfer este: 


1+Ts 
H(s) = u—————— 6.87 
(5)= u T- aki (6.87) 
Dacă se reglează amplificarea a astfel încât ua=1 se obține o funcție de transfer de forma: 
1 
H(s)= u1 +—) (6.88) 
Ts 


funcție de transfer ce caracterizează comportarea unui element proporțional-integrativ (PI). 
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Fig. 6.28 


Implementarea rețelelor de compensare cu elemente pasive RC se poate realiza după 
următorul algoritm: 

a) - se consideră funcţia de transfer impusă pentru rețeaua de compensare ca o combinație 
de reţele de compensare legate în serie cu funcția de transfer dată de ecuațiile (6.24), (6.34), 
(6.81) sau (6.86); 

b) - se realizează o rețea formată din cuadripoli ce implementează rețelele de compensare 
puse în evidenţă la punctul (a) legați în serie; 

c) - se determină modelul matematic al cuadripolului astfel obţinut aplicând legile lui 
Kirkchoff; 

d) - din identificarea coeficienţilor funcției de transfer impuse şi descompuse la punctul 
(a) cu coeficienţii funcției de transfer determinate la punctul (c) se obţine un sistem de ecuaţii 
care permite determinarea valorii rezistenţelor şi condensatoarelor din compunerea rețelei de 
corecție; 

e) - în caz că rezistenţele şi condensatoarele din compunerea rețelei sunt în număr mai 
mare decât numărul ecuaţiilor obținute se aleg valori arbitrare pentru un număr de componente 
egal cu diferenţa dintre numărul total al elementelor RC şi numărul total de ecuaţii şi se rezolvă 
sistemul cu soluție unică rămas pentru determinarea valorilor celorlalte elemente RC; 

Dacă valorile elementelor astfel determinate sunt complexe sau negative este din cauză 
că: 

* valorile alese arbitrar pentru parametrii în exces faţă de numărul ecuațiilor sunt 
prea mari sau prea mici. 

** funcția de transfer impusă pentru rețeaua de corecție nu poate fi realizată prin 
cuadripoli pasivi şi necesită înserierea unor etaje separatoare active; această situație apare în 
general când pulsaţiile de tăierea a cudripolilor pasivi legaţi în serie au valori prea apropiate. 
Dacă această apropiere nu este necesară, modificând unul dintre cuadripoli se poate evita 
montarea unui etaj separator. 
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CAP. VII. STATICA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ 


7.1. Noţiuni introductive 


Sistemele de reglare automată (SRA) reprezintă sisteme automate convenţionale de bază 
(deci supuse convenției y = u) având consemnul fix (u = uo = ct.) sau programat (u = u(t))- cu o 
anumită lege de variaţie . În fig. 7.1. este reprezentată o schemă funcţională pentru un sistem de 
reglare automată (SRA) cu consemn programat. 


P 
EC ; j 


Fig. 7.1 


Acțiunea regulatorului automat (RA) se desfăşoară în sensul realizării interdependenței y 
=u, indiferent de valoarea perturbaţiei P, sub influenţa căreia y suferă modificări (cu alte cuvinte 
e— 0 pentru Vpz0). 

Se spune că un SRA este static atunci când există o dependenţă între mărimea reglată în 
regim staționar Ys şi mărimea perturbatoare p ; el este astatic când nu există o asemenea 
dependență. 

Fie pı , P2 , P3 , --- , Pn mărimile care pot perturba mărimea reglată . Sistemul se numeşte 
static în raport cu mărimea perturbatoare p dacă 


O 
Cu = si z0 (7.1) 
Op, 
unde Sx este gradul de statism şi este un factor adimensional . 
O si : : : 
Dacă : aa = S=0 atunci sistemul este astatic în raport cu perturbația px deci SRA are 
Pk 


gradul de statism nul în raport cu perturbația px . Un SRA poate fi static în raport cu una sau mai 
multe perturbații simultan ; el este astatic cu celelalte mărimi perturbatoare . 

În cazul majorității SRA se poate considera o perturbație dominantă în raport cu celelalte 
şi deci găsindu-se perturbația dominantă se face studierea funcționării SRA în raport cu această 
perturbaţie . 

De asemenea se poate aproxima printr-o dependenţă liniară variația erorii staționare în 
raport cu perturbația dominantă : 

Est = Sp s (7.2) 
factorul de proporționalitate fiind gradul de statism S . In acest fel, legea de reglare (legea 
variației mărimii de ieşire) se poate scrie : 

Ya = Yo- Sp (1.3) 
În absența perturbației (p = 0) ys: = yo . În prezența perturbaţiei, legea de reglare este dată de 


(7.3). Se observă că z =-S ; sensul minus exprimă sensul de variație al mărimii de ieşire în 


raport cu creşterea lui p . 
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În raport cu semnul gradului de statism şi implicit cu aspectul legii de reglare exprimată 
de relaţia (7.3) SRA se clasifică în : 
- SRA static pozitive cu s > 0 şi legea de reglare : 


Yst = Yo - Sp (7.4) 
- SRA static negative cu s < 0 şi legea de reglare : 


: Yst = Yo + Sp (7.5) 
In figura 7.2. sunt reprezentate caracteristicile static pozitivă, static negativă şi astatică 
(S=0) pentru un SRA . 


US Zy +SP 
static negativ 


Fig. 7.3 
Se poate vedea că panta dreptelor obținute pentru aceste variaţii reprezintă statismul S : 
BC A 
tg 0= Sr OYsi=+s (7.6) 
OA P 


Pentru caracteristica astatică (S = 0) reprezentarea este o dreaptă paralelă la axa absciselor care 
trece prin punctul yo = uo (consemnul sau mărimea de funcționare în gol pentru SR A respectiv). 
Dacă în relaţia (7.3) se împart ambii membri prin yo iar perturbaţia p se exprimă sub forma : 

p = p» po unde po este perturbația de bază (reprezentând valoarea nominală a mărimii 
perturbatoare) se obţine o expresie în unităţi relative (u.r.) : 


A a ih (1.7 
Yo Yo Po 
de unde : 
Yst* = 1 - S+p» (7.8) 
unde s-a notat S. = 3 Piz gradul de statism relativ, sau exprimat procentual: S% = S Eo 100. 
Yo Yo 


În figura 7.3. s-a reprezentat caracteristica statică a unui SRA oarecare în unități relative 
(u.r.). Se constată că statismul relativ S+ este abaterea relativă a mărimii de la ieşire, pentru o 
perturbaţie relativă egală cu unitatea (deci p = po ). 

Se deosebesc două tipuri de grade de statism : 

- statismul propriu (sau natural) Są, , al fiecărei instalaţii (proces tehnologic) 

- statismul artificial S, obținut după introducerea reglării automate . 
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În practică, se constată că statismul artificial 
exprimat în unităţi relative sau absolute (S, respectiv S» ) 
este mult mai mic decât statismul natural (sau propriu) S». 

SRA reduce gradul de statism de la valoarea 
statismului natural fie la zero (cazul reglării astatice) fie 
la o valoare acceptabilă dar diferită de zero (în general 
S+% < 6%) convenabilă pentru instalaţia sau procesul 
tehnologic reglat . 

În cazul stabilirii unei dependențe între Sn şi S, se 
Fig. 7.3. consideră SRA cu funcționare liniară şi continuă, având 
schema bloc din figura 7.4. 


Fig. 7.5 


Aplicând suprapunerea efectelor, studierea funcționării se poate face în cele două situaţii 
extreme: 
- cu perturbaţie nulă (p = 0) când: 
y = yo = Uo (7.9.) 
şi deci: 
Y(s)= A (7.10) 


pentru o intrare treptată ; 

- cu variație la intrare nulă 

uo=0,£€=0-y= -y 
când schema 7.4. se poate transforma ca în figura 7.5. iar legea de variație pentru mărimea de la 
ieşire devine : 

1 
Y(s) LETI (7.11) 

Ca urmare a suprapunerii efectelor se poate scrie că variația totală pentru un SRA supus atât unei 
variații la intrare cât şi perturbației este : 


Pe Sa 
wE zo (7.12) 


a iuti că Nae _ P f Ş 
In cazul unei mărimi perturbatoare cu variaţie treptată P(s)= — ecuaţia (7.12.) devine: 
S 


Y(s)= 2. s HO (7.13) 


unde Ha(s) este funcția de transfer a comparatorului diferențial . Valoarea staționară a mărimii de 
ieşire se află aplicând teorema valorii finale : 


y= lim y(9= lim s Y(3) lim s2. s, ZOA (1.14) 
t>% s> s> S S 


rezultă : 
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Yst = Yo - SnHa(0)P = yo - SP (7.15) 
de unde, dependenţa dintre statismul artificial S şi cel natural S, este 


S = S1Ha(0) (7.16) 
Un sistem automat de ordinul o are funcția de transfer a comparatorului diferențial Ha(s) 
de forma : 
DN ae 
s“ +k G(s) 
unde a este de ordinul SRA şi k este factorul de amplificare în circuit deschis . Dacă G(0) = 1 se 
observă că pentru a = 0 se poate scrie : 


S = SHa (0)= 


Ha(S5)> (7.17) 


Sn „Sn 
1+k k 
pentru k >> 1 . Deci SRA de ordinul zero (a = 0) sunt SRA statice (au eroarea staționară diferită 
de zero pentru o variație la intrare treaptă unitară) ; cu cât factorul k este mai mare, cu atât 
statismul este mai mic (panta caracteristicii statice este mai redusă) . 

În cazul unui SRA de ordinul o > 1, Ha(0) = O deci S = 0 . În consecință sistemele de 
ordin 1 sunt astatice (nu prezintă eroarea staționară nenulă pentru o variație treaptă la intrare). Se 
poate constata că introducerea unui pol suplimentar pe legătura directă, poate face ca un SRA 
static să devină astatic, pentru o variație dată la intrare . 


(7.18) 


7.2. Statica SRA cuplate la ieşire 


Instalaţiile care realizează procese de reglare pot functiona izolat sau cuplate între ele . În 
cazul celor care funcționează izolat, reglarea astatică (cu abatere staționară nulă pentru anumite 
variaţii la intrare) corespunde pe deplin ; nu se justifică prin nimic introducerea reglării statice 
(cu excepţia unor condiţii speciale care ar impune o lege de reglare statică cu S z 0). 

În cazul instalaţiilor (sau proceselor) care funcţionează cuplate într-un anume mod, 
reglare astatică nu satisface deoarece, nu permite repartiția univocă a mărimilor perturbatoare pe 
diferitele instalații (sau procese) şi nici modificarea în raport cu necesitățile, a acestei repartiţii. 
La astfel de instalaţii trebuie să se asigure distribuţia univocă, pe fiecare din ele, a unei cote părți 


din perturbația totală, P = > Px „care să nu depăşească totodată valoarea maximă admisibilă (de 
k=1 

exemplu, sarcina maximă pentru un cazan sau generator) . Evident un SRA astatic, la care 
mărimea reglată nu depinde de perturbaţie nu va putea satisface aceste cerințe; pentru mai multe 
SRA astatice cuplate în paralel, având acelaşi consemn, toate caracteristicile de reglare se vor 
suprapune, dând o infinitate de intersecții (deci nedeterminare, fig 7.6.a) . Dacă avem mai multe 
SRA astatice cu consemnuri diferite cuplate în paralel (fig 7.6.b) nu se poate găsi nici un punct 
comun, deci nu se poate face o distribuție a mărimilor perturbatoare (determinată) între ele. 
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uy uy 

AR = 
YEA S =S,=..=S0 OO gan 
[02 = = 2 2 2 2 2 2 Z= =" S,=0 

WIE fe bn i 

PEP +P +-+P, Pb O P=Ep, 
a) b) 
Fig. 7.6 


Spre deosebire de SRA astatice, cele statice permit o repartiție univocă a perturbaţiilor, 
precum şi modificarea unei anumite repartiții date a mărimilor perturbatoare pe două sau mai 
multe sisteme (respectiv instalaţii, procese) care funcţionează cuplat . În figura 7.7 s-a considerat 
cazul a două SRA cu caracteristici statice pozitive (S1 > 0, S2 >0 şi Sı z S2) şi consemnuri diferite 
(Yo = Uoi ŞI Yyo2 = u02) pentru instalaţii (procese) cuplate la ieşire (y1 = y2) . 


Fig. 7.7 


Datorită cuplării în paralel, mărimea reglată y are aceeaşi valoare yı = y2 = yp , pentru care 
distribuția perturbațiilor este : 
Ptotal > P > P1 + p2 
acestei repartiții îi corespund abaterile : 
Ayı = SıPı 
A y2 = S2P2 


Repartiția mărimilor perturbatoare poate fi modificată fie prin schimbarea statismelor Sı 
şi S2 , fie a valorilor de funcționare în gol sau consemnurilor) yo: şi yo2 . În primul caz se modifică 
panta (înclinarea dreptelor 1 sau 2 - teqi şi tg q2 ; în cel de-al doilea caz se deplasează prin 
translație câte una din caracteristicile 1 sau 2 . 

Se poate determina expresia analitică a repartiției perturbaţiilor pe diferite instalații (sau) 
procese care funcționează cuplat într-un anume mod . Vom determina aici relația privind 
distribuția perturbațiilor în cazul a n sisteme de reglare aplicate unor instalații cuplate în paralel la 
ieşire (fig. 7.8.) - sistemele SRA 1, SRA 2, ..., SRA n. 
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Fig. 7.8 
k=n 
Fie perturbaţia totală p= p= 3 PD, ; să se determine mărimea perturbatoare p ce revine 
k=1 
sistemului k . Se pot scrie ecuaţiile : 
Y= Yu” SP, 
Y= Yo” S2 Po 
ia daia (7.19) 
Y= Yo” Sk Pi 
Y= Yon” Sn Pa 
Perturbaţia totală este : 
P= Pit Pa* -+ P= DU Pu (7.20) 
k=1 
Perturbația pk ce revine sistemului k este : 
payd (721) 
Sk 
Perturbația totală p devine : 
S =Y 1 
p=} p 5} PR - y (7.22) 
k1 k Sk Sk k Sk 
Se poate scrie : 
Yok 
y=- (7.23) 
E 
k Sk Sk 
notând: 
Yok 
-kS E ate i sl 
j A şi SI (7.24) 
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unde S = statismul echivalent al celor n SRA cuplate în paralel se obține : 


Y = Yo - Sp (7.25) 
Din relația (7.21) cu (7.25) se obţine : 
p=% = Ya Joyi y (7.26) 


Si Sk Sk Sk 
Dacă se notează expresia dintre paranteze cu pro , relaţia (7.26.) devine : 


S 
P= Pot P (7.27) 
Sk 


n 
Se observă că : pa Po =0 . Relaţia stabilită exprimă următoarele : 
k=1 

Mărimea perturbatoare px preluată de sistemul (instalaţia) de rang k, se compune dintr-un 
termen constant ppo , reprezentând un termen care nu depinde de perturbaţie ci numai de valorile 
de funcţionare în gol (sau consemnuri), şi dintr-un termen variabil, reprezentând o cotă parte din 
variaţia totală (deoarece S/S,, este un raport adimensional) . 

Se realizează deci o repartiție univocă a perturbației p pe cele n sisteme . Această 
repartiție se poate modifica funcție de necesități prin : 

- variația mărimilor de funcționare în gol (yo1, Yo2, -.. Yon ) caz în care se influențează 
numai termenul constant pro 

- variația gradului de statism Sx al SRA de rang k, caz în care se modifică atât termenul 


sta, eaS 2 i : by 
constant pxo cât şi cel variabil (— p) ; o scădere a gradului de statism determină o creştere a 
Sk 


ambilor termeni . 
Atunci când unul din SRA cuplate în paralel la ieşire este astatic (Sı = 0), iar celelalte au 
caracteristici statice (S2 ... Sn z 0) statismul echivalent este, de asemenea, egal cu zero (s = 0) . 


Dacă presupunem că pentru simplificare yo1 = yo = ... = Yon =y din relația (7.26) vom obține 
Pı =P 
P2 = p3 =... = Pn= 0 


Sistemul cu reglare astatică preia deci întreaga perturbație ; un astfel de SRA se numeşte 
SRA şef de orchestră . 

Se impune o limitare a statismului atât superior (pentru realizarea unei erori staționare 
intersectării caracteristicilor regulatoarelor cu zone de insensibilitate în zonă moartă inacceptabil 
de mare . 

Pentru statisme relative cuprinse între 0,03 şi 0,06 (3% - 6%) se obţin zone moarte de 
regulatoare automat acceptabile (Ap„%<3,5 - 7%). 
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VIII. REGULATOARE AUTOMATE 


8.1. Principii generale. Clasificări 
8.1.1. Locul regulatorului automat într-un sistem de reglare automată 


Regulatorul automat este un bloc principal în cadrul dispozitivului de automatizare. 
Pentru o instalație automată în circuit închis, elementele componente sunt prezentate în figura 
8.1. Traductorul de intrare preia mărimea de conducere q, furnizând la ieşire semnalul i. Acest 
semnal este comparat cu un semnal de reacţie r, obținut prin traductorul de reacție ce măsoară 
mărimea de ieşire din proces, y. Rezultatul comparației este reprezentat de abaterea d ce 
comandă regulatorul automat (RA). Acesta furnizează la ieşire o mărime de comandă u, în 
conformitate cu legea sa de funcționare intrare-ieşire, şi însoțită de o anumită energie. 
Elementul de execuţie (EE) primeşte de la regulatorul automat mărimea u şi determină în 
instalația tehnologică (IT) influenţa dorită asupra mărimii de ieşire y, prin mărimea de 
execuție m care reprezintă mărimea de intrare în proces. 


Fig 8.1. 


Dacă se consideră transfigurarea acestei scheme bloc într-o schemă în care pentru 
uşurinţa calculului, reacția a fost făcută unitară, se obține un sistem automat ca cel reprezentat 
în figura 8.2., în care e este eroare funcțională (eroarea) şi are expresia (considerând r=k,y; 
i =kq): 

e=i-y (8.1) 
Asupra instalaţiei tehnologice supuse automatizării acționează mărimile perturbatoare p„p>,... 
pı, a căror variaţie în timp este aleatoare. Sistemul automat trebuie să combată efectul 
perturbaţiilor asupra mărimii de ieşire. Clasa de sisteme automate la care mărimea de intrare 
este deterministă şi la care rejectarea perturbaţiilor este esenţială reprezintă sistemele de 
reglare automată (SRA). 


SERERE ED iat ae : 


Fig. 8.2 
Scopul reglării constă în obținerea în mod automat a unei dependente între mărimile y 
ŞI i, prin compararea acestor mărimi sau a unor funcții de aceste mărimi. Eroarea <, obținută 
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ca rezultat al comparaţiei, este prelucrată de regulatorul automat pentru comanda 
corespunzătoare a surselor de energie ce alimentează celelalte elemente ale sistemului. 
Dependenţa între mărimea de ieşire y şi mărimea de intrare i se obține prin dependența 
pe care o realizează blocul de reglare între mărimea de comandă u şi eroarea £. Regulatorul 
automat prelucrează eroarea e furnizând comanda u, care aplicată elementului de execuţie 
asigură mărimea de intrare în proces, şi prin aceasta modificările necesare în funcționarea 
instalaţiei tehnologice. Totodată semnalul de comandă u are ca scop anularea efectului 
perturbaţiilor de proces p, perturbații care pot fi de două tipuri: 
e perturbații aditive, care modifică mărimile de ieşire din proces fără a modifica 
parametrii instalaţiei tehnologice; 
e perturbații parametrice, care modifică pe lângă mărimile de ieşire din proces şi 
anumiți parametri ai instalaţiei tehnologice. 


8.1.2 Structura de bază a regulatorului automat 


Structura tipică a regulatorului automat ce realizează dependenţa între mărimea de 
comandă u şi mărimea de eroare <s, este redată în figura 8.3. 


Fig 8.3. 


Regulatorul înglobează şi funcția de comparație a mărimii de referință i cu mărimea de 
reacție egală cu mărimea de ieşire din proces y, acest lucru realizându-se prin intermediul 
blocului de comparaţie principal (ECP), care furnizează intern la intrarea amplificatorului A 
eroarea £. Pentru particularizarea unei anumite dependențe funcționale u-s, amplificatorul este 
prevăzut cu o reacţie negativă introdusă de o reţea de corecție RC, care stabileşte astfel legea 
de reglare. Eroarea € a sistemului automat este comparată în permenenţă cu reacția furnizată 
de reţeaua de corecție rr, denumită reacție secundară, rezultatul acestei comparații fiind 
amplificat: 

u = ke, =k(6—ra) (8.2.) 

Regulatorul poate să conţină şi un element de prescriere a referinței ER, care poate fi 
acționat din exterior. Parametrii regulatorului pot fi modificaţi printr-o acțiune de ajustare 
externă asupra rețelei de corecție prin intermediul elementului de acordare EA. 

Structura regulatorului este în unele cazuri mai complexă. La unele regulatoare există 
mai multe reacţii secundare, necesare obținerii unei legi de reglare mai complicate, elemente 
suplimentare de ajustare, elemente de calcul automat ai unor parametri, protecţii logice, ş.a.. 
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8.1.3. Clasificarea regulatoarelor automate 


Cele mai importante criterii de clasificare a regulatoarelor sunt: 

a) După sursa de energie exterioară solicitată de funcționarea regulatorului, acestea se 

clasifică în : 

e  Regulatoarea directe - aceste regulatoare nu au nevoie de o sursă exterioară, ele 
utilizând pentru prelucrarea mărimii de eroare şi pentru transmiterea semnalului de 
comandă, energia preluată din proces prin intermediul traductorului de reacție. 

e  Regulatoare indirecte — care folosesc o sursă de energie exterioară; regulatoarele 
indirecte realizează performanţe superioare regulatoarelor directe. 

b) După viteza de răspuns a procesului condus regulatoarele se clasifică în : 

e  Regulatoare pentru procese rapide — folosite pentru reglarea mărimilor din 
procesele tehnologice care au constante de timp mai mici decât ordinul secundelor; 

e  Regulatoare pentru procese lente — utilizate pentru conducerea proceselor cu 
constante de timp mai mari de 10 secunde. 

c) După structura constructivă a regulatoarelor acestea se clasifică în: 

e  Regulatoare unificate (regulatoare de semnal unificat) — la care atât mărimea de 
intrare (eroarea £) cât şi mărimea de ieşire (mărimea de comandă u) au aceeaşi 
natură fizică şi aceeaşi gamă de variație. Semnalele cu care lucrează aceste 
regulatoare se numesc semnale unificate, ele putând fi pneumatice în gama 0,2- 
1Kgf/cm? sau electrice în gamele: 2-10mA c.c., 4-20mA c.c., 0-10V c.c., -10-0- 
10V c.c., -5-0-5mA c.c.. Regulatoarele unificate au avantajul tipizării ceea ce 
determină un preț scăzut, al interşanjabilității, care oferă facilități de întreţinere a 
instalațiilor şi permit reglarea unor mărimi fizice de natură diferită. 

e  Regulatoarea specializate — care sunt destinate în exclusivitate reglării unei 
anumite mărimi din instalația tehnologică, aceste regulatoare având o construcție 
specială. 

d) După tipul acțiunii realizate regulatoarele se clasifică în: 

e  Regulatoare cu acțiune continuă, la care mărimea de eroare şi mărimea de 
comandă variază continuu în timp; în funcție de legea de dependenţă între intrare 
şi ieşire (u=f(g)), regulatoarele pot fi liniare sau neliniare. Regulatoarele continui 
liniare pot fi la rândul lor cu acţiune proporţională (P) proporțional-integrativă 
(PI), proporţional-integrativ-derivativă (PID), etc., iar cele neliniare pot fi 
bipoziţionale sau tripoziționale. 

e  Regulatoare cu acțiune discretă - sunt acele regulatoare automate la care mărimea 
de ieşire u este formată dintr-o succesiune de impulsuri, mărimea de intrare 
(eroarea) putând fi continuă. Impulsurile de la ieşirea blocului de reglare discretă 
pot fi modulate în amplitudine sau durată, sau codificate (în acest caz regulatorul 
discret fiind numeric). 

e) După agentul purtător al energiei, regulatoarele se clasifică în: 

e  Regulatoare electronice — la care mărimile de intrare (e) şi de ieşire (u) sunt de 
natură electrică. 

e  Regulatoare pneumatice — la care mărimea de intrare şi de ieşire sunt pneumatice 
(presiune de aer). 

e  Regulatoarea hidraulice la care mărimea de intrare este o deplasare iar mărimea de 
ieşire este o presiune de lichid. 
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8.2. Caracterizarea funcţională a regulatoarelor automate 
8.2.1. Regulatoare liniare 


8.2.1.1. Regulatorul proporțional 


Funcționarea acestui regulator este caracterizată în caz ideal intrare-ieşire printr-o 
ecuaţie de forma: 

u(t) = kelt) (8.3) 
unde kgr reprezintă factorul de amplificare al regulatorului şi este parametrul de acord al 
acestuia. Acest parametru poate fi modificat în limite largi în funcție de aplicație şi în funcție 
de performanțele impuse sistemului de reglare automată. 

Uneori, în locul factorului de amplificare kr este foloseşte un parametru de acord legat 
de acesta numit bandă de proporționalitate (BP). Când domeniul de variație al erorii (£) este 
egal cu domeniul de variație al mărimii de comandă (u), banda de proporţionalitate este 
definită prin relaţia: 


BP = = -100[%] (8.4) 


R 
Dacă domeniile de variaţie a mărimilor de intrare şi de ieşire diferă, atunci banda de 
proporționalitate este definită prin relaţia: 


100 | domeniul € 


BP= [%] (8.5) 


kę domeniul u 
Banda de proportționalitate reprezintă procentul din domeniul de variație al erorii, 
pentru care regulatorul de tip P produce o comandă egală cu 100% din domeniul de variație al 
mărimii de comandă. Regulatoarele sunt prevăzute prin construcție cu posibilitatea ajustării 
benzii de proporționalitate într-o gamă foarte largă (0,1 — 4000% pentru regulatoarele din 
seria SEROM de exemplu). 


Fig. 8.4 


Răspunsul indicial ideal este prezentat în figura 8.4. În caz real, în funcționarea 
oricărui regulator proporțional intervine o întârziere de ordin I sau II). Funcția de transfer a 
unui regulator de tip P ideal fiind egală cu factorul de amplificare kg, iar a unui regulator de 
tip P real care prezintă o întârziere de ordin 1 fiind: 
kr 


H,(s)= 
O 


(8.6) 
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Răspunsul indicial al unui regulator de tip P cu întârziere de ordin 1 este prezentat în figura 
8.4 cu linie întreruptă. 

Introdus într-o buclă de reglare, regulatorul de tip P poate conduce la funcţionare 
stabilă însă cu o eroare staționară a cărei valoare variază invers proporțional cu factorul de 
amplificare al regulatorului pentru un sistem a cărui funcție de transfer nu conține poli în 
origine, la o variaţie treaptă a mărimii de intrare. 

Pentru o structură de sistem ca cea din figura 8.5 unde partea fixă este caracterizată 
printr-o funcţie de transfer de forma (8.7) utilizarea unui regulator de tip P asigură bune 
performanţe tranzitorii, însă eroarea de regim staționar este funcție de funcţie de valoarea 
factorului de amplificare Ka. 


k, 
H ,(s)= — (8.7) 


Fig. 8.5. 


Functia de transfer a căii directe va fi în acest caz: 
ky _ krky 


Hals) = ky T,s+1 T,s+l (S 
iar funcția de transfer a sistemului închis va fi: 
moa lu O) a a e ko (8.9) 
1+H,(s) T,s+l+k,k} 1+kk T, Tai Ts+1 
1 + k pa 


Analiza funcției de transfer dată de relația (8.9) evidenţiază faptul că factorul de amplificare al 
întregului sistem Ko este mai redus (ko<k=kg*kg), iar constanta de timp To este de asemenea 
mai mică decât în cazul în care procesul nu este reglat cu ajutorul unui regulator de tip P 
(To<To). Eroarea de regim staționar pentru o intrare treaptă unitară este dată de relația: 

1 1 


E= = (8.10) 
© l+k, l+k,kpg 
Coeficientul de eroare de poziţie fiind în acest caz: 
ean e 8.11 
D i SA 


Relaţia (8.10) evidenţiază faptul că precizia reglării este funcţie de valoarea factorului 
de amplificare a regulatorului kg; creşterea acestuia determină conform relației (8.10) o 
reducere a erorii staționare şi conform relaţiei (8.9) o reducere a constantei de timp a 
sistemului To, deci a o creştere a vitezei de răspuns. 

În general pentru procese care nu conţin elemente integratoare (funcţia de transfer nu 
are poli în origine) prezența regulatorului de tip P atrage după sine funcționarea sistemului cu 
eroare staționară nenulă la o variaţie treaptă a mărimii de intrare şi nu se recomandă utilizarea 
unui regulator de tip P singur, decât în cazurile în care precizia se încadrează în limitele 
admise. 
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Prezenţa regulatorului P determină o reducere a efectului perturbaţiilor, reducerea 

fiind cu atât mai mare cu cât factorul de amplificare al regulatorului este mai mare. 

În concluzie : 

e Un regulator de tip P poate fi ales atunci când sistemul conţine un element 
integrator; în acest caz se asigură o eroare staționară nulă şi prin urmare o bună 
comportare în regim staționar; 

e Pentru procese cu mai multe constante de timp fără elemente integratoare, alegerea 
unui regulator de tip P poate atrage instabilitatea sistemului, impunându-se de 
aceea alegerea unor valori mici ale factorului de amplificare, însă scăderea 
acestuia provoacă erori staționare de valori mari. Valoarea factorului de 
amplificare se va alege funcţie de tipul procesului astfel încât să fie satisfăcute 
cerințele de performanță impuse. 


8.2.1.2. Regulator integral (de tip I) 


Funcționarea ideală a regulatoarelor de tip integral este caracterizată intrare-ieşire de o 
relație de forma: 


u(t) = 1 fedr (8.12) 


Mărimea de comandă u(t) depinde de integrala erorii şi de constanta de timp de 
integrare Ti. Răspunsul la o intrare treaptă unitară al unui regulator de tip I ideal, este 
prezentat în figura 8.6. şi reprezintă o dreaptă cu panta tga=1/Ti. 

T; este constanta acțiunii integrale şi reprezintă parametrul de acord. 


su 


Fig. 8.6 


Pornind de la ecuaţia (8.12) se obține funcția de transfer a regulatoarelor de tip I de forma: 
1 
H(s) = — (8.13) 
15 

Prezenţa polului în origine în funcţia de transfer asigură o bună comportare a 
sistemului în regim staționar la o intrare treaptă unitară, eroarea staționară fiind în acest caz 
nulă. 

Acest tip de regulator este rar utilizat sub această formă în sistemele de reglare, şi se 
foloseşte în general în combinaţie cu regulatorul P. 
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8.2.1.3. Regulatorul proporțional-integrativ (PI) 


Acest tip de regulator reprezintă o combinaţie între un regulator proporțional şi un 
regulator integral. Legea de reglare a acestui regulator conţine un termen care descrie acțiunea 
proporțională şi un termen care descrie acțiunea integrativă, fiind de forma: 


1 t 
u(t) = kel) + fedr (8.14) 
i 0 
O altă formă în care se poate exprima ecuația de funcționare a regulatorului PI, echivalentă 
relației (8.14) este: 


u(t) = k; o $ 7 faoa (8.15) 


I 0 


Răspunsul indicial al regulatorului PI ideal este prezentat în figura 8.7. 


Fig. 8.7 


Diferenţa exprimărilor legii de funcționare a regulatorului de tip PI în relaţii; (8.14) şi 
(8.15) constă în faptul că în primul caz coeficienţii celor două componente P şi I se modifică 
independent prin coeficienții kgr şi T; (care reprezintă coeficienţii de acord), pe când în cel de- 
al doilea caz, modificarea coeficientului kę determină şi modificarea coeficientului 
componentei I deoarece: 

T, = Teka (8.16) 

Forma (8.15) reprezintă tipul legii de reglare de majoritatea regulatoarelor PI 
industriale. 

Pentru schimbări rapide ale intrării şi frecvenţe mari ale perturbaţiilor nu se 
recomandă regulatorul de tip PI. 


8.2.1.4 Regulatorul proporţional-derivativ (PD) 


Un astfel de regulator introduce o componentă proporțională, similară cu aceea a 
regulatorului PI şi o componentă derivativă D, ultima componentă introducând o 
proporționalitate între mărimea de ieşire u şi derivata în timp a mărimii de intrare e. Legea de 
reglare proporțional derivativă se exprimă prin relația: 
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u(t) = k;elt)+T, cA (8.17) 
dt 


sau prin relația: 


u(t) = k; [o naa d (8.18) 
dt 


Coeficientul Tp=Ta/kr se numeşte constantă de timp de derivare a regulatorului. Cele mai 
multe regulatoare industriale PD realizează legi de reglare de forma relației (8.18). Unele 
regulatoare de tip PD sunt construite astfel încât modificarea factorului de amplificare kg, 
determină modificarea constantei Tp astfel încât produsul Tpkr să rămână constant. 

Parametrii de acord ai regulatorului sunt factorul de amplificare kr şi constanta de 
timp de derivativă Tp. 

Răspunsul în timp u(t) la o intrare treaptă unitară al unui regulator de tip PD este 
prezentat în figura 8.8. 


Fig. 8.8 

Se observă că componenta derivativă introduce un salt infinit al mărimii de ieşire în 
momentul apariției frontului pozitiv al treptei e(t). Prin componenta derivativă, comanda 
creşte proporțional cu viteza abaterii, deci mai rapid decât abaterea, obținându-se un efect de 
anticipare. 

Eroarea de regim staționar £st, este diferită de zero ca şi în cazul regulatorului de tip P, 
având aceiaşi valoare, însă durata procesului tranzitoriu scade, adică viteza de răspuns este 
mai mare. 

Nu se recomandă utilizarea unor astfel de regulatoare în cazul sistemelor cu timp mort, 
deoarece în acest caz principalului avantaj al acestor regulatoare este anulat. 


8.2.1.5 Regulatorul proportțional-integro -derivativ (PID) 


Algoritmul de reglare al regulatorului de tip PID ideal este descris prin relația: 


u(t) = uosti» saa (8.19) 


Modelul matematic în domeniul complex fiind exprimat de funcţia de transfer de forma: 


Us) NI 
H,(s)= T kr ( o I 5) (8.20) 
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Dacă în funcția de transfer a regulatorului se include şi întârzierea proprie a 
regulatorului (care în mod real apare la oricare din tipurile de regulatoare prezentate) t1, 
expresia funcției de transfer care caracterizează funcționarea regulatorului este: 
k (Ts +TT,5° +1) 

T,s(Ttis +1) 

Răspunsul indicial al unui regulator de tip PID ideal este prezentat în figura 8.8.a, iar 

răspunsul indicial al unui regulator real (cu întârziere proprie) este prezentat în figura 8.9.b. 


H(s)= (8.21) 


£u 


b) 


Fig. 8.9 


După cum rezultă din relația (8.19) algoritmul PID se obține ca o combinație liniară a celor 
trei moduri de acțiune, de tip P, de tip I şi de tip D. Astfel, se regăsesc în acest tip de algoritm 
avantajele şi în parte dezavantajele fiecărei componente. 

În cazul unor structuri de regulatoare PID la care există interdependenţă între 
parametrii de acord, funcția de transfer a regulatoarului capătă alt aspect decât relația (8.20). 
Astfel, pentru un algoritm PID oţinut din legarea în serie a unor structuri PI şi PD funcția de 
transfer are expresia: 


1 1 T 
mose re dt ns (8.22) 


Factorul de influență, care descrie contribuția interacțiunii componentelor I şi D la funcția de 
transfer este în acest caz q=1. În general algoritmul PID cu întârziere tı şi cu factorul de 
interinfluență q este descris de funcția de transfer: 


1 T 
k| 1+—+T,s +q- 
| Ts d a] 
H}(s)= 


Ts +l 


(8.23) 


Pentru un regulator PID cu factorul de interinfluență q cu funcționare ideală (t1=0), funcția de 
transfer se poate pune sub forma: 


mo = abea) E S E tu (8.24) 
T 


T, A T 
' |l1+q ls |1+q 
| a7) 7) 


sau, introducându-se noi parametrii de acord: 
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1 
HCS) = k| 1L+—+T;s (8.25) 
T.s 


I 


În relația (8.25) s-au folosit notațiile: 


A T 
kp -risa 


T 
moara te-ar, (8.26) 


T, d E 4 

1+q T T, q T, 

Din relațiile (8.26) se poate observa influența pe care o are modificarea parametrilor 

de acord a elementelor din compunerea regulatorului asupra parametrilor de acord ai 

regulatorului. Ținând cont de efectul interinfluenței asupra procesului de acordare a 

regulatorului, firmele producătoare de echipamente de automatizare au adoptat diverse soluții 
constructive pentru reducerea sau chiar eliminarea interinfluenței între parametrii de acord. 

Algoritmul PID se recomandă în general pentru procesele cu două constante de timp 

predominante, alegându-se astfel parametrii de acord ai regulatorului încât acestea să fie 

reduse (compensate). Astfel, pentru un proces cu functia de transfer: 


k: 
H,(s)= 1 8.27 
iu (Ts + D(Ds+D (pat 
se recomandă un regulator PID având funcţia de transfer: 
TOS kg (0s +10,8 +1) (8.28) 
Bs(tis +1) 


În acest caz dacă se aleg parametrii de acord ai regulatorului astfel: 0,=T, şi 02=T,, funcția de 
transfer a sistemului deschis va fi: 
k(0,s+D(0,s+1) k; _ 
G(zs+D  (Ts+DT,s+) 
kgk; k 
9 s(T s +1) E s(7,s+1) 


unde s-a notat: k=kRk/60, iar funcția de transfer a sistemului închis devine: 
Ho(s) ea e (8.30) 
s(tıs+1)+k 

Sistemul cu reglare PID va avea performanțe superioare: o eroare staționare nulă 
(deoarece funcția de transfer a căii directe (8.29) are un pol în origine), o viteză de răspuns 
mare (constantele de timp ale sistemului sunt aproximativ egale cu întârzierea proprie a 
regulatorului tı), iar prin alegerea corespunzătoarea a factorului k se pot obține factori de 
amortizare corespunzători. Adăugarea componentei D la un regulator PI impune o atenție 
mărită la acordare, pentru a obține performanțe îmbunătățite. 

În cazul proceselor cu timp mort, introducerea componentei D nu aduce o îmbunătățire 
sensibilă a performantelor şi de aceea nu este recomandată. 


Has) = Hals): H,(s)= 
(8.29) 
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8.2.2. Caracterizarea funcţională a regulatoarelor continui neliniare 


In cazul regulatoarelor continui neliniare, dependenţa dintre mărimea de comandă u(t) 
şi eroarea e(t) în regim staționar este neliniară, acesta fiind motivul pentru care, caracterizarea 
funcționării acestora se face pe baza caracteristicilor statice. 


8.2.2.1. Regulatorul bipoziţional 


Regulatoarele bipoziţionale sunt frecvent utilizate în sistemele de reglare unde nu se 
cer performanţe ridicate în ceea ce priveşte precizia de reglare a mărimii de ieşire din sistem 
y, acceptându-se variaţii ale acesteia între două limite aprioric fixate. Regulatoarele 
bipoziţionale se utilizează în reglarea proceselor care au o constantă de timp dominantă T, şi 
un timp mort Tm mic, de obicei T„/T,<0,2. 

Dependenţa intrare-ieşire în regim static a unui regulator bipozițional este prezentată 
în figura 8.10. 


Fig 8.10 
In figura 8.10.a este prezentată caracteristica ideală a regulatorului, ca o caracteristică 
de tip releu exprimată prin relaţia: 


-U n pentru e <0 
u(t) = 
+U pentru € >0 


m 


(831) 


Pentru €=0, ieşirea de comandă u a regulatorului poate lua orice valoare între FU. 
Regulatoarele bipoziţionale se pot realiza şi în varianta în care saltul mărimii de ieşire u să se 
manifeste între valori nesimetrice în raport cu nivelul de zero. Se presupune de asemenea că 
regulatorul are o constantă de timp proprie neglijabilă. 

În mod obişnuit regulatoarele bipoziţionale au o caracteristică reală de tip releu cu 
histerezis, prezentată în figura 8.10.b şi evidenţiată prin relația de dependență: 


e A pentru €<€, 
-U entru —E, <E<E daca € a trecut prin -€ 
e i p p Pr én 0040) 
+U „p pentru —€, <€<€, daca € a trecut prin E, 
+U, pentru E> €, 


Regulatorul bipozițional mai este numit şi regulator de tip tot sau nimic, deoarece 
mărimea de ieşire poate primi numai două valori. 

Imposibilitatea obținerii unor mărimi intermediare pentru mărimea de comandă u, 
reprezintă unul din dezavantajele acestui tip de regulatoare. 
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8.2.2.2. Regulatorul tripozițional 


Regulatoarele tripoziționale oferă posibilitatea stabilirii unei valori suplimentare 
pentru mărimea de comandă între -Um şi +Um . 
Caracteristica statică a unui regulator tripoziţional ideal este prezentată în figura 8.1 l.a. 


Fig. 8.11 


Dependenţa intrare-ieşire a regulatorului tripozițional ideal poate fi descrisă printr-o 
relație de forma: 


-U n pentru €<€, 
u(t)=40 pentru —-8€,<E<€, (8.33) 
+U, pentru €>e, 


Caracteristica reală a regulatorului (cu histerezis) apare în figura 8.11.b; ca şi în cazul 
regulatorului bipoziţional, dependenţa intrare-ieşire poate fi descrisă printr-o relație similară 
relației (8.31). 

Intervalul (-ep,+ep) de variaţie a erorii € se numeşte zonă moartă a regulatorului, sau 
zonă de insensibilitate. 

Pentru unele realizări industriale de regulatoare, se realizează combinaţia între un bloc 
cu caracteristică continuă, ce funcționează în regim de semnal mic, şi un bloc de tip releu, ce 
funcționează la semnale mari, asigurând regimul de putere. 


8.3. Criterii de alegere şi acordare a regulatoarelor 


8.3.1. Obiectivele proiectării în cazul utilizării regulatoarelor automate. 


Obiectivele calculelor sunt diferite în proiectarea sistemelor de reglare atunci când se 
utilizează regulatoare tipizate şi în cazul când se utilizează regulatoare specializate. 

În cazul alegerii unui regulator tipizat ce urmează a fi inserat într-un sistem de reglare 
automată, calculul urmăreşte ca, pornind de la performanţele impuse asupra funcționării 
sistemului global cât şi de la caracteristicile instalaţiei tehnologice, să se obțină funcția de 
transfer a regulatorului tipizat (P, PI, PD, PID, bipoziţional, tripozițional, etc.) precum şi 
valoarea parametrilor de acord ai acestuia. 
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Pentru proiectarea regulatoarelor specializate este necesar ca, în plus, să se urmărească 
şi proiectarea constructivă (dimensionarea şi alegerea valorilor specifice blocurilor 
componente, dimensionarea subansamblurilor pentru protecția şi conectarea regulatorului, 
etc.). 

În ambele situaţii, proiectarea regulatorului automat se face pe baza datelor inițiale 
furnizate de caracteristicile tehnice ale elementului de execuţie, a traductorului şi a instalaţiei 
tehnologice ce alcătuiesc partea fixă a sistemului, cât şi pe baza performanțelor de regim 
staționar şi tranzitoriu ce urmează a fi realizate de sistem conform temei de proiectare. 

Referitor la regimul staționar, se impune de obicei realizarea unei anumite erori 
staționare e, pentru un anumit tip de semnal de intrare şi/sau de perturbaţie. Pentru regimul 
tranzitoriu, din datele inițiale de proiectare şi din caracteristicile instalaţiei tehnologice se 
stabilesc valorile maxime pentru: 

-  suprareglaj la intrare şi la perturbație (6); 

- durata regimului tranzitoriu (t); 

- gradul de amortizare pentru răspunsul la intrare sau la perturbaţie; 

- timpul de creştere; 

- timpul de întârziere. 

Cum pentru proiectarea regulatoarelor se utilizează de multe ori metodele de analiză în 
frecvenţă, trebuie făcută corelarea între indicii de performanţă în domeniul timpului şi indicii 
de performanţă în domeniul frecvenţelor (pulsaţia de rezonanţă, valoarea de vârf, lărgimea de 
bandă, etc.) 

Deoarece parametrii de acord ai regulatorului automat se pot afla în game mult mai 
largi de valori decât cele necesare pentru reglarea procesului respectiv, este necesară operația 
de acordare a regulatorului ales. Aceasta constă în ajustarea parametrilor de acord ai 
regulatorului la valori care să asigure realizarea optimă a performanţelor impuse. 

Deşi cele două aspecte (alegerea, respectiv acordarea regulatoarelor) nu sunt complet 
independente, în sensul că performanțele sistemului de reglare, caracteristicile procesului şi 
corelate, totuşi, pentru că regulatoarele industriale au coeficienții reglabili într-o gamă care să 
asigure performanţele cerute, în mod uzual, în practică, se pot stabili unele indicaţii care să 
ghideze alegerea preliminară a tipului de regulator. 


8.3.2. Criterii de alegere a regulatoarelor 


8.3.2.1. Alegerea tipului de regulator pe baza caracteristicilor procesului reglat 


Trebuie făcută precizarea că în cele ce urmează vom considera că, în cadrul noţiunii de 
proces, sunt incluse şi traductoarele şi elementele de execuţie aferente sistemului de reglare. 


a) Alegerea tipului de regulator pe baza raportului dintre timpul mort şi constanta de 
timp a funcție de transfer (T/T) 

Acest criteriu se bazează pe cunoaşterea funcției de transfer a procesului, atunci când 
aceasta are o formă specifică, care pune în evidență existența unui timp mort Tm şi a unei 
constante de timp T şi anume: 


ke n 
H (5) = ——— (8.34) 
15+1 
De multe ori lipsesc datele necesare deducerii analitice a funcţiei de transfer a procesului; în 


acest caz funcția de transfer se poate obține pe cale experimentală, pe baza aspectului şi a 
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valorilor răspunsului procesului, aplicând procesului semnale tipice (de obicei semnale 
treaptă). În acest caz se recomandă respectarea unor reguli care să asigure un minim de 
acuratețe procedeului experimental: 

- semnalul treaptă aplicat va avea o valoare de circa 15% din valoarea maxim 
admisibilă a semnalului de intrare, pentru a nu se depăşi zona de liniaritate a 
caracteristicilor statice a elementelor proceselor pe de o parte, şi pentru a putea fi 
sesizat cu siguranță de acestea; 

- se vor face mai multe determinări în scopul eliminării erorilor de măsură, valorile 
utilizate pentru determinarea funcţiei de transfer fiind valorile medii obținute; 

- înainte de aplicarea semnalului experimental este necesar ca procesul să 
funcţioneze în regim staționar (toate mărimile constante), în caz contrar existând 
riscul considerării unor valori determinate de variaţia dinamică anterioară aplicării 
semnalului de probă; 

- dacă există deja o instalaţie de reglare, aceasta trebuie deconectată pe timpul 
procesului experimental; 

- dacă procesul nu are autoreglare (valoarea de ieşire nu tinde spre o valoare 
staționară ci tinde spre infinit) se va considera procesul experimental încheiat 
atunci când viteza de variație a semnalului de ieşire va rămâne constantă. 


Fig. 8.12 


În cazul în care aspectul răspunsului experimental la semnal treaptă al procesului este 
cel prezentat în figura 8.12, atunci funcția de transfer a sistemului poate fi aproximată de 
relația (8.34) adică se poate aproxima procesul cu un proces cu timp mort Tm, şi o constantă 
de timp T; constantele Tm şi T se determină ca în figura 8.12 iar factorul de amplificare al 
procesului (k) se determină cu relația: 


pe = Psi (8.35) 
le 
unde s-a notat cu ys valoarea de regim staționar a semnalului de ieşire, iar cu isn valoarea de 
regim staționar a semnalului de intrare aplicat. 
Pentru sistemele a căror funcție de transfer este descrisă de relația (8.34) se poate 
aplica următorul criteriu de alegere a regulatorului funcție de valoarea raportului T/T: 
e dacă Tmw/T= 0,2... 0,3 se recomandă utilizarea unui regulator bipozițional; 
e dacă 0,3 < TmT < 1 se recomandă un regulator care combină efectele P,I şi D (PI, 
PD, PID) 
e dacă TmT > 1 se recomandă regulatoare cu caracteristici speciale sau sisteme de 
comandă compuse (eventual cu structură variabilă) combinând complex efectele 
P.I şi D. 
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b) Alegerea tipului de regulator funcție de caracteristicile generale ale procesului 

În funcţie de constantele de timp dominante, de amplificarea şi timpul mort al 
procesului, precum şi de amplitudinea şi viteza de variaţie a perturbaţiilor, se pot aplica 
următoarele reguli de alegere a regulatoarelor: 

e pentru procese cu o constantă de timp de o mărime mijlocie-mare, cu amplificare 

mică şi timp mort mic, în prezenţa unor perturbații medii cu viteză de variație 
mică, se recomandă alegerea unui regulator de tip bipoziţional sau de tip P; 

e pentru procese cu o constantă de timp mică, cu amplificare mare, cu timp mort 
mic, cu perturbații cu viteză de variație mică sau medie, se recomandă regulatoare 
de tip PI; 

e pentru procese cu mai multe constante de timp de valoare medie, cu amplificare 
medie sau mică, cu timp mort mic şi perturbații de amplitudine redusă, se 
recomandă regulatoare de tip P; 

e pentru procese cu mai multe constante de timp, cu timp mort mic sau mediu, cu 
perturbații de valoare mare şi de viteză de variație mică sau medie, se recomandă 
regulatoarele de tip PI; 

e pentru procese cu mai multe constante de timp, cu timp mort mic, cu perturbații de 
valori mari şi de viteză de variaţie mare, se recomandă regulatoarele de tip PID; 

e pentru procese cu mai multe constante mici, cu amplificare mare, cu timp mort mic 
sau mediu, se recomandă regulatoare de tip PI cu bandă de proporționalitate mare 
şi constantă de timp mare. 

Referitor la aplicarea acestui criteriu de alegere a regulatoarelor trebuie făcute 

următoarele precizări: 

- În cazul proceselor cu o constantă de timp se consideră că deși sistemul poate avea 
mai multe constante de timp, una dintre ele este mai importantă şi e considerată 
constantă principală (Tyr), între aceasta şi celelalte constante de timp ale 
procesului, considerate secundare (Tsec), existând relația 7p->> 7sec; se consideră de 
asemenea că constantele secundare au acelaşi ordin de mărime. 

- Pentru procesele cu mai multe constante de timp s-a considerat în mod similar că, 
constantele de timp secundare sunt cu cel puțin un ordin de mărime mai mici decât 
cele principale; 

Concluziile generale ce se desprind din enunțarea acestui criteriu de alegere a 

regulatoarelor sunt: 

1. În procesele cu o constantă de timp, prezența componentei P în caracteristica 
regulatorului este esențială; componenta D nu aduce nici un avantaj. Dacă 
variațiile de sarcină (perturbațiile) sunt mici este de ajuns un regulator de tip P cu 
bandă de proporționalitate mică, în caz contrar (perturbații mari) fiind necesar 
regulator de tip PI, deoarece un regulator de tip P ar produce erori mari la 
perturbații mari. 

2. În procesele cu mai multe constante de timp un regulator de tip P nu este în 
general satisfăcător; se vor folosi regulatoare de tip PI sau de tip PID ( când 
constantele de timp ale procesului sunt mari). 

În procesele cu timpi morţi mari nu se recomandă utilizarea componentei D. 
4. În cazul utilizării unei componente D, parametrul de reglaj Ta determinat conform 
criteriilor de acordare, trebuie ajustat experimental în instalaţie. 


(95) 
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8.3.2.2. Alegerea tipului de regulator funcție de natura fizică a parametrului reglat 


Funcție de natura parametrului reglat, pe baza experienței acumulate în realizarea 
reglajului cât şi pe baza unor consideraţii de ordin teoretic s-au stabilit recomandări pentru 
alegerea tipului de regulator, astfel: 

e În cazul reglărilor de nivel - în cadrul acestor reglări, valoarea raportului T/T este 
mică. Datorită faptului că reglările de nivel au ca scop în general asigurarea unui 
anumit debit în aval, nu au nevoie de precizie foarte ridicată a reglării. Dacă 
valoarea factorului de amplificare a procesului este mare, atunci este suficient un 
regulator de tip P cu bandă de proporționalitate mare, eroarea staționară fiind 
relativ mică; dacă însă perturbațiile sunt foarte mari (determinate de variația 
debitelor de intrare şi ieşire), este necesar un regulator de tip PI. Se recomandă de 
asemenea regulatoare PI în cazul în care este necesară o reglare cu precizie 
ridicată, în special în cazul când nivelul reglat este utilizat ca instrument de măsură 
în cazul decontărilor. 

e În cazul reglărilor de presiune — constanta de timp a proceselor este mică în cazul 
lichidelor şi mare în cazul aburului şi gazului (mai ales atunci când recipientele în 
care se face reglarea au un volum mare). De aceea se recomandă utilizarea unor 
regulatoare de tip PI cu bandă de proporționalitate mare şi timp de integrare mic în 
cazul reglării presiunii unor lichide, şi regulatoare de tip PI cu bandă de 
proporționalitate mică şi timp de integrare mare în cazul reglării presiunii unor 
gaze sau a aburului. Regulatoarele de tip PID nu se utilizează decât în cazuri 
excepționale. 

e În cazul reglărilor de debite şi amestecuri — constanta de timp a proceselor este 
mică, iar amplificarea mare şi ca urmare se recomandă regulatoare de tip PI. 

e În cazul reglărilor de temperatură - procesele prezintă un raport Tw/T mare şi ca 
urmare un regulator de tip P ar lucra cu erori mari şi de aceea se recomandă 
regulatoare de tip PI sau PID. 


8.3.2.3. Alegerea tipului de regulator pe baza caracteristicilor 
de frecvență a procesului 


Utilizând răspunsul în frecvență este posibil să se stabilească unele caracteristici 
generale ale efectelor reglării de tip P, I şi D în legătură cu perturbațiile care apar în sistemele 
de reglare. 

Calitatea unei reglări se poate aprecia prin valoarea raportului dintre eroarea la 
perturbație în cazul sistemului cu reglare automată şi aceeaşi eroare în cazul sistemului fără 
reglare automată (q) care se poate exprima astfel: 


abatere cu reglare _ | (8.36) 


s= abatere fara reglare 1+ H ,(j@)H; (jo) 


unde s-a notat cu Hp(jœ) funcția de transfer în frecvență a procesului (inclusiv trductorul şi 
elementul de execuţie) şi cu Hro) functie de transfer în frecvenţă a regulatorului. 
Forma generală a curbei q(œ) are forma din figura 8.14. Pe această curbă se pun în 
evidență trei zone: 
a) Zona corespunzătoare porțiunii OA, unde q<l; în această zonă efectul 
regulatorului este important. Este necesar ca această zonă să fie cât mai mare, 
efectul perturbaţiilor fiind rejectat puternic pentru frecvențele joase. 
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b) Zona corespunzătoare porțiunii AB, unde q>1; abaterile datorate perturbaţiilor sunt 
mai mari în cazul sistemului cu reglare decât în cazul sistemului deschis (fără 
reglare) 

c) Zona corespunzătoare porțiunii &>B, unde efectul sistemului de reglare este 
neglijabil. 


Fig. 8.14 Fig. 8.15 


Din analiza rezultatelor reglării a numeroase sisteme de reglare (deci din considerente 
practice), s-a constat că amplitudinea perturbațiilor este mai importantă la frecvenţe apropiate 
de œr după care acestea scad cu o pantă de aproximativ 6dB/octavă. 

Analizând influența asupra unui sistem fără regulator (curba 1 din figura 8.15) a 
diferitelor caracteristici de reglare s-au constatat următoarele: 

a) O caracteristică de tip P determină o creştere a frecvenţei de rezonanţă (œr) şi deci a 
porțiunii pentru care gq<l precum şi o creştere a valorii raportului q la pulsaţia de 
rezonanță cu atât mai mare cu cât kgr (factorul de amplificare al regulatorului) este mai 
mare (curba 2 din figura 8.15). 

b) Introducerea sau creşterea efectului de tip I (prin scăderea constantei de integrare Tr) 
determină micşorarea valorii pulsației de rezonanță, deci micşorarea zonei pentru care q<1 
şi creşterea valorii maxime a raportului q (curba 3 din figura 8.15) 

c) Introducerea sau creşterea efectului de tip D (creşterea valorii constantei de derivare Ta) 
determină creşterea valorii pulsației de rezonanţă şi a valorii maxime a raportului q (curba 
4 din figura 8.15) 


Ata) 
[dB] 


Pico) 


-50 


Utilizând diagramele Bode A(0) şi qp(0) se pot obține informaţii despre tipul 
regulatorului necesar şi, în plus, chiar o alegere primară (grosolană), a valorii de acord a unor 
parametri. 
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Astfel, trasând experimental caracteristica A(0) a sistemului fără regulator (figura 
8.16) şi caracteristica ọ(œ) se poate obține valoarea coeficientului kgr pentru care sistemul se 
va afla la limita critică de stabilitate. Se obţine mai întâi pulsaţia co corespunzătoare 
defazajului —1809; la această pulsaţie, pe caracteristica A(0) se obţine amplitudinea 
corespunzătoare defazajului —180° (amplitudinea a pe curba din figură). 

Dacă introducem un regulator de tip P cu factorul de amplificare kgr, pentru ca sistemul 
să se afle la limita critică de stabilitate este necesar ca factorul său de amplificare să fie reglat 
astfel încât să fie îndeplinită condiția kęł=a, ceea ce corespunde unei amplitudini 
A(0)=201g|H(j0)]=0; rezultă valoarea critică a factorului de amplificare a regulatorului P 
kgro=1 0”? pentru care sistemul se va afla la limita critică de stabilitate, deci pentru un 
regulator cu banda de proporționalitate reglată la valoarea: 


BP, = — 100%] (8.37) 


RO 


Pornind de la considerentele prezentate, precum şi pe baza experienţei dobândite din 
studierea sistemelor de reglare existente, s-au elaborat anumite reguli privitoare la regulatorul 
ce trebuie ales pentru obţinerea unor performanțe optime, şi anume: 

1) În cazul utilizării unui regulator de tip P, valoarea erorii staţionare este egală cu 
aproximativ BPo /2$%4 (în procente față de valoarea prescrisă) atunci când sistemul este 
stabil şi sarcina variază (în prezenţa perturbaţiilor). Această valoare a erorii staționare este 
estimată în condiţia în care caracteristica logaritmică A() are o înclinare foarte redusă în 
domeniul frecvenţelor joase. Dacă această eroare este acceptabilă din punctul de vedere al 
performanţelor impuse asupra sistemului, atunci, cel puţin în cazul instalaţiilor cu 
modificări rare a valorii prescrise şi cu perturbații (variaţii de sarcină) de valori mici, un 
regulator de tip P este satisfăcător. 

În funcţie de valoarea amplitudinii exprimată în dB corespunzătoare defazajului —1809 

s-au stabilit următoarele reguli în ceea ce priveşte utilizarea regulatoarelor de tip P şi a 
parametrului de acord a acestuia (banda de proporționalitate — BP): 


e A(0)=+8 este necesar ca BP>500% - aceasta este o situație neuzuală 

e 4(0)=+8...-6 este necesar ca BP> 100% - rezultă o eroare staționară mare 

e 4(0)=8...-40 este necesar ca 2%<BP< 100% - rezultă o eroare staţionară 
mică care satisface în general condiţiile de performanţă 

e 4(0)=<-40 este necesar ca BP<2% - în acest caz este suficient un regulator 
bipoziţional 


2) Dacă valoarea erorii staţionare (egală cu BPy /2) este mai mare decât precizia impusă 
atunci este necesar să fie studiată adăugarea componentei I şi D. 

Dacă frecvența corespunzătoare defazajului —180° este mare, adică perioada 
corespunzătoare To este relativ mică iar curba A() are o pantă relativ abruptă în zona 
frecvenţelor joase, atunci este posibil ca, deşi banda de proporționalitate este mare, să nu 
fie necesară introducerea unei componente integrative, procesul având el însuşi un 
caracter integrator care va duce la anularea erorii în regim staționar. 

Dacă însă curba A(0) este aproape orizontală în zona frecvențelor joase iar 
BP=2BP0> 100% atunci introducerea componentei I este obligatorie, parametrul de acord 
Tı fiind în acest caz aproximativ 0,8*To, (unde To este perioada corespunzătoare pulsaţiei 
00). 

3) Necesitatea introducerii componentei D este mai dificil de stabilit. Pentru procesele cu 
timp mort neglijabil s-au stabilit următoarele reguli de utilizare a efectului derivativ, 
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funcție de diferenţa între valoarea amplitudini la frecvența corespunzătoare defazajului 
p=-180 şi valoarea amplitudinii la frecvenţa joase, când curba A(0) devine aproape 
paralelă cu axa o: 
e Dacă diferența este mai mică de SdB efectul derivativ (de tip D) are o eficienţă redusă; 
e Dacă diferența este cuprinsă între 5 şi 20dB efectul derivativ este eficient şi 
recomandabil 
e Dacă diferența este mai mare de 20dB efectul D este eficient, dar nu neapărat necesar. 
Pentru procesele cu un timp mort important, necesitatea introducerii efectului derivativ 
este dedusă din studierea curbei q(0). Din această curbă se determină frecvenţa fi 
corespunzătoare defazajului —180 şi frecvenţa f> corespunzătoare defazajului —270%. În 
funcție de raportul f>/f, s-au stabilit următoarele reguli practice: 
e Dacă f:/fı <2 atunci efectul D are o eficienţă redusă; 
e Dacă //fi= 2... 5 atunci efectul D poate fi folositor 
e Dacă f:/f1>5 atunci efectul D va fi în mod sigur folositor 
Dacă se utilizează şi un regulator care să aibă şi un efect de tip D, atunci valoarea 
parametrului de acord Ta este cuprinsă între (1/3)7o şi (1/2)To pentru regulatoarele de tip 
PID, valorile mari aplicându-se în special regulatoarelor destinate pentru a reduce 
depăşirea valorii prescrise la punerea în funcțiune a procesului. 
În cazul utilizării regulatoarelor de tip PID atunci va fi redus şi timpul de integrare la (1/3)79 
... (1/2)To. Având aceste valori estimative se poate vedea dacă regulatorul industrial ce va fi 
folosit are posibilitatea reglării coeficienţilor BP, Ti şi Ta astfel încât să acopere valorile 
estimate. 
Rezumând, datele utilizate pentru acest criteriu sunt: 
- amplitudinea în decibeli corespunzătoare defazajului p=-180% 
- valoarea BPo stabilită utilizând diagrama A(0) 
- panta în dB/octavă la frecvenţe joase 
- raportul f>/fi dintre frecvenţa fs la defazaj — 270° şi frecvenţa fi la defazaj — 180° 
Pe baza acestor date se va proceda astfel: 
I. Se va alege un regulator de tip P dacă: 
1. -la frecvenţe joase curba A(0) tinde spre orizontală; 
- valoarea BPy/2 reprezintă o eroare staţionară acceptabilă; 
2. - la frecvenţe joase curba A(œ) are o pantă negativă mai mare în valoare 
absolută de 6dB/octavă (adică procesul are un element integrator). 
II. Se va alege un regulator de tip PI dacă: 
1. -nu se poate accepta o eroare staționară de valoare BPy/2; 
- la frecvenţe joase curba A(0) este orizontală sau are o pantă negativă mai 
mică în modul de 6dB/octavă 
2. -raportul f2/f1<2 (efectul D este puţin folositor) 
III. Se va alege un regulator de tip PID dacă 
- (£/ fi)>2 
În încheierea acestui criteriu trebuie arătat că, deoarece pentru determinarea valorilor BP, T; şi 
Ta s-au utilizat numeroase aproximări, această determinare trebuie considerată ca un ghid 
preliminar, o determinare exactă realizându-se pe baza criteriilor de acordare a regulatoarelor. 
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8.3.3. Criterii de acordare a regulatoarelor 
Acordarea parametrilor reprezintă operația prin care se stabilesc pentru parametrii de 
acord ai regulatoarelor din componenţa sistemelor de reglare automată, valori care să asigure 


realizarea simultană a tuturor indicilor de performanţă impuşi asupra funcționării acestora. 


8.3.3.1. Criteriul modulului. Varianta Kessler a criteriului modulului 


Criteriul modului permite realizarea unui regim optim din punct de vedere al comportării 
sistemului în prezența perturbaţiilor. El se bazează pe compararea regimului realizat în 
condiţii ideale cu un regim care are loc în condiţii de funcționare reale. Pentru un sistem ideal, 
este necesar ca semnalul de ieşire să fie în permanenţă egal cu semnalul de la intrarea 
sistemului (semnalul de referință), iar efectul perturbațiilor să fie complet eliminat, ceea ce se 
traduce prin realizarea condiţiilor (8.38) pentru toată gama pulsaţiilor. 


Hoyjo)=l 
Ho,Uo)=0 


Ținând cont de reprezentarea funcției Ho(j) realizarea condiţiilor (8.38) impune 
îndeplinirea condițiilor (8.39) pentru întreaga gamă a pulsaţiilor. 


(8.38) 


Ho) =M(@)=1 
Ho, (jo)=M,(o)=0 


Pentru a studia cazurile reale se consideră dezvoltarea în serie în jurul punctului 0=0 
pentru funcţiile M(œ) şi Mp(0). Interesează în mod deosebit comportarea în domeniul 
frecvenţelor joase, deoarece în domeniul frecvenţelor înalte se asigură o anumită comportare a 
sistemului în raport cu perturbațiile prin însăşi lărgimea de bandă impusă ca indice de 
performanţă. Dezvoltarea în serie în jurul originii a celor două funcții conduce la: 


(8.39) 


2 
norem Z ye o +... 
do |o- do” | o 
i (8.40) 
dM „(0) d M,(0) À 
Mo) = MAO) ca E tu 
do 
@=0 @=0 


Satisfacerea condițiilor de funcționare ideale reprezentate de relațiile (8.40) implică 
satisfacerea simultană a relațiilor următoare: 


d'Mo) _ d'M (0) T 
do“ do“ 


M(0)=1; M,(0)=0; 0 pentru k=1,2,.. (8.41) 


Trecerea de la condițiile de funcționare ideale la condițiile reale este dată de 
satisfacerea simultană a relațiilor: 
d'M(@)__ .  d'M,(@) 
— ~ =mi — 


> d k 


M(0)=1; M,(0)=0; 
(72) 


= min; pentru k =1,2,... (8.42) 


Aceste minime sunt în concordanță cu asigurarea simultană a performanţelor impuse 
asupra răspunsului y al sistemului la o mărime de intrare i. Varianta Kessler a criteriului este 
operantă pentru procese rapide, în care caracteristicile instalaţiei tehnologice sunt cunoscute 
în amănunt, inclusiv funcţia de transfer şi constantele de timp parazite. Se consideră că în 
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partea fixă a sistemului sunt incluse elementul de execuţie şi traductorul, funcția de transfer a 
părții fixe, notată Hs), putând avea poli în origine sau nu; vom considera cele ambele cazuri. 
a) Funcţia de transfer a părții fixe nu conține poli în origine, adică are forma (8.43). 
k; 
H,(s)=— (8.43) 


[]a+szo[[a+sz,) 


În relaţia (8.43) s-a notat cu Tk constantele de timp principale ale procesului, iar cu Ty 
constantele de timp parazite, între cele două categorii de constante de timp existând relația 
T„<<min[Ty] (de obicei Tk sunt de 5-10 ori mai mari decât cea mai mare valoare Ty). Dacă 
facem notația: 


EESIN (8.44) 
se poate face aproximația: 


l l 
J |a+s7,)=1+s5 7, =1+s7, (8.45) 
l 1 


Înlocuind (8.45) în (8.43) rezultă următoarea expresie pentru funcția de transfer a 
părții fixe: 
k, 
— (8.46) 


a+sT[[a+szp 


Pentru funcții de transfer a părții fixe de forma (8.46) se varianta Kessler a criteriului 
modulului recomandă alegerea unui regulator a cărei funcție de transfer are forma: 


| |a+sc,) 


Hu(s)= -r (8.47) 


Relațiile de acordare optimă pleacă de la valorile cunoscute pentru kę, Ts, şi Ty şi au 
forma: 


H,(s)= 


C, =T, 
A= 2k T; (8.48) 
m=n 


Pentru aprecierea performanțelor unui sistem acordat prin varianta Kessler a criteriului 
modulului se înlocuiesc valorile (8.48) în relația (8.47) şi se calculează funcția de transfer a 
sistemului deschis, care va avea forma: 


k; 
H(s)= Haas): H, (s) 27057.) (8.49) 
Din relația (8.49) se poate observa că factorul de amplificare a părţii fixe ks şi constantele de 
timp principale Tk nu mai apar în funcția de transfer a sistemului deschis şi deci nu vor mai 
influenţa performanţele sistemului de reglare automată, funcționarea acestuia fiind influențată 
numai de constantele de timp parazite Tz. Datorită prezenţei polului în origine în funcția de 
transfer a căii directe (funcţia de transfer a sistemului deschis) eroarea staţionară a sistemului 
de reglare la o intrare treaptă va fi nulă. Funcţia de transfer a sistemului închis va fi: 


Ho(s) = 


Ri 8.50 
2757 +2T,s +1 (59) 
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Identificând expresia funcției de transfer a sistemului de reglare Ho(s) dată de (8.50) 
cu funcția de transfer a unui sistem de ordin 2, se evidenţiază valorile pulsaţiei naturale o, şi a 
factorului de amortizare £, care vor avea expresiile: 


1 
(O P =—— 20,7 
ar ST 


Aceste valori determină un suprareglaj mic o<5% (o<2=4,3%)deci un suprareglaj bun. Se 
obține de asemenea o valoare bună pentru durata regimului tranzitoriu care este t26, 73T s. 
b) Funcția de transfer a părții fixe conține un pol în origine, adică are forma (8.52). 
k, 

j 


s+ sT] us) 


Dacă funcția de transfer a părții fixe are forma (8.52), conform variantei Kessler a 
criteriului modulului se recomandă un regulator a cărui funcție de transfer are forma: 


(8.51) 


H,(s)= (8.52) 


ii (|+sC,) 
Ha) (8.53) 
Parametrii de acord ai regulatorului vor avea valorile date de: 
C; =T, 
A=k,; (8.54) 
m=n 


Avantajele alegerii şi acordării regulatoarelor conform variantei Kessler a criteriului 
modulului constau în obținerea directă a structurii regulatorului (deci a funcției de transfer a 
acestuia) şi a parametrilor de acord, dar are ca dezavantaj faptul că atunci când în funcția de 
transfer a părții fixe există mai mult de două constante de timp principale, implementarea 
regulatorului cu funcții simple de tip P,I,D devine imposibilă. 


8.3.3.2. Criteriul suprafeţei minime a erorii Ziegler-Nichols 


Criteriile integrale utilizează un indice sintetic de calitate pentru performanțele 
tranzitorii. Criteriul suprafeţei minime a erorii reprezintă un criteriu integral care constă în 
minimizarea erorii dintre răspunsul real al unui sistem şi cel ideal. 

Vom presupune un sistem care are un răspuns aperiodic la intrare treaptă ca în figura 
8.17.a. Pentru un sistem ideal cu reacție unitară este îndeplinită condiția: 


fa - y)dt jena =0 (8.55) 


iY 


Fig. 8.17 
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Comportarea sistemului real este cu atât mai aproape de comportarea sistemului ideal, cu cât 
aria suprafeţei cuprinse între curba mărimii de intrare şi curba mărimii de ieşire y în cazul 
răspunsului real, este mai mică, ceea ce se exprimă prin: 


1, | edt =minim (8.56) 
0 


Se poate considera că parametrii de acord ai regulatorului au valori optime dacă 
asigură realizarea unui minim de tipul (8.56). 

Utilizarea indicelui |, pentru acordarea sistemelor cu răspuns oscilant nu este posibilă, 
deoarece suma algebrică a ariei haşurate din figura 8.17.b. care reprezintă pe lı poate fi mică 
chiar dacă regimul tranzitoriu este necorespunzător (suprareglaj şi durată mare). În mod 
asemănător pentru sistemele cu eroare staționară diferită de zero, criteriul suprafeței minime a 
erorii nu mai poate da nici o informaţie, deoarece I; devine infinit (aria haşurată în figura 
8.17.c). Criteriul integral utilizat în această situaţie este: 


IS [o — y)dt = minim (8.57) 
0 


Ținând seama de aceste particularități se va utiliza următoarea metodologie de acordare 

experimentală a regulatoarelor: 

e Se consideră regulatorul de tip P (ceea ce înseamnă că în cazul regulatoarelor PID se 
reglează parametrii de acord Tmax şi Ta—min); 

e  Pornindu-se de la valoarea minimă a factorului de amplificare a regulatorului kg se 
măreşte amplificarea până când sistemul va avea un răspuns oscilatoriu neamortizat; se 
notează valoarea minimă a factorului de amplificare a regulatorului pentru care sistemul 
are o comportare oscilatorie cu Kao şi cu Tosemiperioada oscilaţiilor. 

e Se recomandă următoarele valori de acord ai parametrilor regulatorului: 

- pentru un regulator de tip P: kr = 0,SkRo 
- pentru un regulator de tip PI: kr = 0,45kR0 
T;=0,8 T 0 
- pentru un regulator de tip PID cu factorul de interinfluență q=0 
kr = 0, 75kpro 
T;=0, óT, 0 
T, 1=0, l T. 0 
- pentru un regulator de tip PID cu factorul de interinfluență q=1 
kr = 0, 6kpro 
T;=0,5 T, 0 
T, 4=0, 12T, 0 
O variantă de aplicare a criteriului integral este metoda Offereins care constă în: 

e Se determină kro şi To ca mai sus 

e Cu kp fixat la valoarea optimă, (kr=0,5kro) se scade valoarea timpului de integrare până 
când se obține un răspuns oscilatoriu neamortizat (instabil) şi se notează cu Tio valoarea 
maximă a parametrului de acord pentru care se obține comportarea instabilă. În cazul 
utilizării unui regulator de tip PI se recomandă pentru parametrii de acord valorile: 

kr=0, Skpro 
Ti=3T;io 

e În ceea ce priveşte utilizarea componentei D în cazul unui regulator PID se testează mai 
întâi utilitatea utilizării acestei componente asupra performanțelor sistemului astfel: 

- Se reglează Tı la valoarea maximă, Ta la valoarea minimă şi kę la o valoare apropiată 
de kg. Dacă mărirea parametrului Ta are ca efect îmbunătățirea răspunsului şi deci 
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îndepărtarea de zona de instabilitate, atunci efectul D va fi benefic. Pentru 
determinarea valorii optime a parametrului de acord Ta se menține kpg la valoarea 
kr=ko şi se creşte Ta, până când efectul de creştere a stabilității dat de componenta D 
nu se mai manifestă; se reține această valoarea a parametrului Ta ca valoarea optimă 
de acord. 


8.3.3.3. Criteriul suprafeței patratice a erorii 


Prin eliminarea influenţei semnului asupra sumei algebrice, se efectuează medii ale 
erorii medii pătratice. Foarte frecvent se utilizează criteriul de acordare optimă reprezentat de: 


IL, = |e“dt = minim (8.58) 


o — 3 


Un criteriu pătratic care se poate utiliza este dat de: 


I, = [e + 72e"dt = minim (8.59) 
0 


unde T este o constantă de timp. Trebuie remarcat faptul că criteriul (8.59) asigură o reducere 
a suprareglajului întrucât acesta conține sub integrală atât eroarea cât şi derivata acesteia. 
Trebuie specificat de asemenea că acest criteriu nu se poate aplica decât sistemelor care 
funcționează cu eroare staționară nulă, deoarece în caz contrar integrala care defineşte 
criteriul devine infinită. 


8.3.3.4. Metode de acordare bazate pe funcția de transfer a părții fixe 


In cazul aplicării acestor metode se consideră că partea fixă conține instalația 
tehnologică, elementul de execuţie şi traductorul. Se consideră că funcția de transfer a părții 


fixe (care se poate obține eventual ca la pct. $8.3.2.1) de forma: 
a 


E i 8.60 
165) T,s+1 ($50) 

unde : keste factorul de amplificare a funcției de transfer a părții fixe 

Tm este timpul mort 

Te este constanta de timp a părții fixe. 

Considerându-se cunoscută funcția de transfer a părţii fixe de forma (8.60) s-au stabilit 
o serie de relaţii care permit reglarea parametrilor de acord la valori care să asigure realizarea 
simultană a indicilor de performanță, astfel: 
1. Relaţiile Ziegler-Nichols recomandă: 

Pentru un regulator de tip P: 


1 T, 
kp =—- MA 
k, T, 
Pentru un regulator de tip PI: 

0,9 T, 
e ie 
f m 

T;i=3,3Tm 


Pentru un regulator de tip PID cu factor de interinfluență q=0: 


228 
TEORIA SISTEMELOR ȘI REGLAJ AUTOMAT 


1,5 T, 
k; Ta 
T;=2,5Tm 
Ta=0, 51 m 
Pentru un regulator de tip PID cu factor de interinfluenţă q=1: 
1,2 T; 
G T Da 
T;>=2Tm 
Ta=0, 51 m 
2. Conform îmbunătățirilor Van Oppelt se recomandă: 
Pentru un regulator de tip P: 


1 T 
kg Ei 
ke Tu 
Pentru un regulator de tip PI: 
T 
ka 0,8 ty 
k, Ta 
Ti=3Tn 
Pentru un regulator PID: 
1,2 T 
kpm na 
ke Tu 
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IX. ELEMENTE DE EXECUŢIE 


9.1. Locul şi rolul elementelor de execuţie 
în cadrul sistemelor de reglare automată 


În cadrul sistemelor de reglare automată, elementele de execuţie constituie elemente 
de cuplare a regulatorului la procesul supus automatizări. 

Elementul de execuţie primeşte la intrare mărimea de comandă u elaborată de 
regulator şi furnizează la ieşire mărimea de execuție m prin care acționează direct asupra 
procesului reglat (instalaţiei tehnologice) pentru modificarea parametrilor acesteia în scopul 
obținerii valorii impuse a parametrului reglat. 

Elementele de execuţie pot fi privite ca generatoare de cuplu (sau forţă), cu viteze 
date, folosind energia exterioară comandată de semnale de comandă elaborate de regulator. 
Elementul de execuţie are un dublu rol: unul informaţional şi unul de vehiculare a unor puteri 
importante. Prin intermediul elementului de execuţie se acționează asupra surselor de energie 
ale procesului tehnologic, comandând aceste surse în concordanță cu cerințele impuse 
variației mărimii de la ieşirea procesului tehnologic. 

Un element de execuţie este alcătuit din două părți: elementul de acţionare, sau partea 
motoare propriu-zisă, şi organul de execuţie, sau organul de reglare, determinat de natura 
procesului tehnologic (figura 9.1). Elementul de acţionare (EA) transformă mărimea de 
comandă u, într-o mărime motoare de execuţie x (numită mărime de acţionare) pentru care 
natura fizică şi nivelul energetic sunt compatibile ca organul de reglare (OR) care acţionează 
direct asupra procesului tehnologic prin intermediul mărimii de execuţie m. 


E Ee a aaa Dă să 1 
- = ORI 
AIE EP P 
Fig. 9.1 


Elementele de execuție pot fi clasificate funcție de mai multe criterii astfel: 
e Funcție de natura energiei utilizate pentru realizarea funcției de acţionare elementele de 
execuţie se clasifică în : 

- elemente de execuţie pneumatice; 

- elemente de execuţie hidraulice; 

- elemente de acţionare electrice; 

e După modul de acţionare se deosebesc: 

- elemente cu acţiune continuă; 

- elemente cu acţiune bipozițională; 

- elemente de tip pas cu pas. 

e Funcție de relaţia între mărimea de comandă furnizată de regulatorul automat u(t) şi 
mărimea de execuţie m(t) se utilizează în practică două tipuri de elemente de execuţie: 

- elemente de execuţie cu acțiune integrală ( caracterizate cu ajutorul unei funcții de 
transfer care conţine un pol în origine) — mărimea de execuţie este proporțională cu 
integrala din mărimea de comandă; 

- elemente cu acţiune proporțională - la care mărimea de execuţie este proporțională cu 
mărimea de comandă. 
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Principalele calități ce se impun a fi luate în consideraţie la alegerea unui element de 
execuţie sunt: 

1. puterea (cuplul ) rezultată la ieşire trebuie corelată cu puterea necesară organului 

de reglare pentru întregul domeniu de încărcare a procesului; 

2. domeniu de liniaritate cât mai mare al caracteristicilor statice asigurându-se astfel 
o înaltă sensibilitate în funcționare; 
precizie şi siguranță cât mai ridicată în funcţionare; 
viteze de răspuns cât mai mari (constante de timp cât mai mici) 
posibilitatea reglării vitezei în limite largi şi reversarea sensului de mişcare; 
asigurarea unei supleţi constructive cât mai economice. 


Da 


9.2. Elemente de acţionare 
9.2.1. Elemente de acţionare pneumatică 


Elementele de acţionare pneumatică au ca mărime de comandă o presiune de aer; 
mărimea de acţionare este de fiecare dată o deplasare liniară sau circulară. 

Din punct de vedere constructiv, elementele de acţionare pneumatice pot fi: elemente 
de acţionare cu membrană cu simplu efect, elemente de acţionare cu membrană cu dublu 
efect, elemente de acţionare cu piston cu simplu efect, elemente de acţionare cu piston cu 
dublu efect, pentru mişcări de translație sau pentru mişcări de rotație. 

Elementele de acţionare pneumatice pot fi comandate şi de regulatoare electronice, în 
acest caz, cuplarea între regulator şi elementul de execuţie realizându-se prin intermediul unui 
convertor electro-pneumatic, care transformă liniar semnalul unificat electric în semnal 
unificat pneumatic. 


9.2.1.1 Element de acţionare pneumatică cu membrană cu simplu efect 


Comportarea dinamică a unui element de acţionare pneumatic cu membrană cu simplu 
efect poate fi descrisă pe porțiunea liniară a caracteristicilor statice printr-o funcţie de transfer 
de forma: 


k 
as” +a,s+a 


H,(s)= (9.1) 


unde k, ao, a. şi a2 sunt parametrii elementului de acţionare care depind de masa pieselor în 
mişcare, de elasticitatea membranei şi a resortului, precum şi de forța de frecare vâscoasă ce 
apare în funcţionare. În figura 9.2. este reprezentat schematic un astfel de element de 
acţionare. Într-o cameră C se găseşte o membrană elastică M prevăzută cu un disc de susținere 
a arcului A ce transmite mişcarea la organul de reglare; cuplul rezistent este asigurat de un 
resort R. Sub acțiunea presiunii aerului comprimat p membrana se deformează şi antrenează 
în deplasare şi axul A. Aducerea în poziția inițială a membranei în absența presiunii p este 
asigurată de resortul R. Se poate observa că poziția axului se poate modifica în mod continuu 
sub acțiunea presiunii. Dependența între deplasarea h şi presiunea de comandă p este 
prezentată în figura 9.3. Ținând cont de faptul că masele în mişcare ale elementului sunt 
reduse se poate neglija inerția elementului iar modelul matematic al elementului de acţionare 
cu membrană cu simplu efect se poate simplifica prin neglijarea termenului az obținându-se: 
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k 
T s+1 


unde T, reprezintă constanta de timp a elementului determinată de parametrii geometrici ai 
acestuia şi de caracteristicile membranei şi ale resortului. 


H.(s) = (9.2) 


Fig. 9.2 Fig. 9.3 


În aplicaţiile uzuale constanta de timp pentru elementele de execuţie este mai mică de 
3 secunde. 

Îmbunătăţirea răspunsului tranzitoriu şi a preciziei în funcţionare se poate realiza prin 
intermediul introducerii unui poziţioner; acesta este un amplificator diferențial de presiune 
pneumatic care conduce la creşterea domeniului de liniaritate a caracteristicii h=f(p). 
Poziționerul necesită un consum suplimentar de aer, creşte costul elementului de execuție dar 
permite utilizarea unui acelaşi element de acţionare pentru diverse ventile şi cu diferite curse 
de acţionare, deoarece are înglobat un circuit mecanic de reglare a poziției. 

Elementele de acţionare pneumatice sunt utilizate pentru curse mici şi dezvoltă forțe 
mici şi variabile. 


9.2.1.2 Element de acţionare pneumatică cu piston cu simplu şi dublu efect 


Sunt utilizate atunci când sunt necesare curse şi pentru forțe mari şi relativ constante. 
In figura 9.4 sunt prezentate schematic un element de acţionare pneumatic cu piston cu simplu 
efect (figura 9.4.a) şi un element de acţionare pneumatic cu piston cu dublu efect (figura 
9.4.b). 


KANAN LAS 


L Dl] 


Fig. 9.4 
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Funcționarea elementului de acţionare cu piston cu simplu efect este identică din punct 
de vedere principial cu a elementelor de acţionare pneumatice cu membrană cu simplu efect şi 
de aceea caracteristica dinamică a elementului de acţionare va fi una de tip proporțional. 

Caracteristica dinamică a elementului de acţionare pneumatic cu piston cu dublu efect 
este una de tip integral; pentru a deduce această caracteristică care exprimă legătura în regim 
dinamic dintre mărimea de intrare (presiune de comandă p.) şi mărimea de acţionare 
(deplasarea h) vom porni de la relaţia dintre variaţia volumului V de gaz din piston şi debitul 
Q al acestuia: 

dV = Qdt (9.3) 

Notând cu S aria secțiunii transversale a pistonului se obține relaţia (9.4): 


Qdt = Sdh (9.4) 
Considerând o relație de dependență proporțională între variaţia de presiune şi debit se 
obţine: 


Sdh = kp.dt (9.5) 
ŞI: 
O= fpd 0.6) 


Anularea componentei integrative se realizează prin utilizarea poziționerului. 

Actționarea pneumatică a organelor de reglare pentru procese lente (robinete de reglare 
a debitelor de substanță) este recomandată ca urmare a compatibilității acesteia cu reglarea 
pneumatică a unor procese lente din industria chimică şi petrolieră datorită unor viteze bune 
de răspuns şi a siguranţei ridicate în funcţionare. 

Elementele de acţionare pneumatică au viteze de răspuns ridicate, un domeniu de 
liniaritate mare, oferă posibilitatea reglării vitezei de acţionare, au o construcție simplă, 
robustă, dezvoltă forțe şi cupluri suficiente, fiind compatibile cu organele de reglare a 
debitelor de substanță. 


9.2.2. Elemente de acţionare hidraulice 


Acţionarea hidraulică este caracterizate printr-o viteză de răspuns mare prin 
dezvoltarea unor cupluri mari la gabarite reduse şi prin realizarea unor precizii ridicate. 

Elementele de acţionare hidraulice cele mai răspândite sunt elementele cu piston cu 
simplu sau dublu efect pentru deplasări liniare (similare cu cele pneumatice) şi elementele cu 
mecanism bielă manivelă (figura 9.5.a), cu paletă rotativă (figura 9.5.b) şi de tipul pompelor 
volumetrice pentru deplasări unghiulare (figura 9.5.c). 


(2) 5 
) b) 


c) 


a 


Fig. 9.5 
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Sunt utilizate în general, ca elemente de acţionare în sistemele hidraulice pentru 
maşini unelte, pentru sistemele de comandă şi reglare în domeniul aviației, etc. Aceste 
elemente de acţionare au posibilitatea de a dezvolta viteze de acţionare reglabile în domenii 
largi cu precizie ridicată. Elementele de comandă a elementelor hidraulice pot fi hidraulice 
sau electro-hidraulice. Elementele de comandă hidraulice pot avea o caracteristică de 
funcționare continuă, bipoziţională sau pot fi comandate pas cu pas. 

Pentru procese lente aceste elemente de acţionare sunt rar întâlnite, utilizarea uleiului 
sub presiune ca agent purtător de informaţii şi energie impune restricții asupra domeniului de 
utilizare a elementelor de acţionare hidraulice. Pregătirea uleiului sub presiune din punct de 
vedere al calităţilor necesare (puritate, compresibilitate, vâscozitate, temperatură, etc.) 
necesită un preț ridicat şi reprezintă un alt factor important ce se impune a fi luat în 
consideraţie la alegerea elementelor de acţionare hidraulice. 

Din punctul de vedere al modelului matematic ce poate fi utilizat pentru descrierea 
funcționării elementelor de acţionare hidraulice, acestea pot fi liniarizate în jurul punctului de 
funcționare nominal, fiind definite prin funcţii de transfer cu sau fără pol în origine şi una sau 
mai multe constante de timp. Trebuie remarcat faptul că constantele de timp sunt foarte mici 
(de ordinul zecimilor sau chiar sutimilor de secundă). 


9.2.3. Elemente de acţionare electrică 


Acţionarea electrică a organelor de reglare se poate face continuu, cu ajutorul 
motoarelor electrice de curent continuu sau alternativ (monofazate, bifazate, trifazate, cu rotor 
disc), şi discontinuu cu ajutorul electromagneţilor sau a motoarelor comandate pas cu pas. 

Acţionarea cu electromagneți se 
caracterizează prin realizarea a doar două poziții 
ale organului de reglare “închis” şi “deschis”. 
Asemenea elemente de acţionare sunt frecvent 
întâlnite în reglările industriale bipoziţionale. 
Trecerea dintr-o stare staționară în cealaltă stare 
staționară se realizează într-un timp scurt, de 
ordinul secundelor şi chiar a zecimilor de secundă, 
la aplicarea semnalului de comandă la nivel 
maxim. În figura 9.6 este prezentat schematic un 
element de acţionare cu electromagnet. 
Constructiv, sunt realizate dintr-o bobină B şi o 
armătură feromagnetică AF. Armătura mobilă este 


piei în legătură cu supapa organului de reglare prin 
intermediul unei tije T. Electromagnetul este izolat 

d w. de organul de reglare prin garnituri de etanşare. 
m Sub acțiunea curentului de comandă I. aplicat 
bobinei, armătura feromagnetică este atrasă în 


interiorul bobinei. În poziţia de repaus, 
Fig. 9.6 datorită forţei create de resortul R (sau uneori datorită 


AI 
De x Dex] 
otet Sete 


presiunii exercitate de fluidul reglat) armătura feromagnetică apasă supapa pe scaunul 
ventilului. Alimentarea electromagnetului se poate face în curent continuu la 6, 24 sau 220V 
sau în curent alternativ la tensiuni de 24,1 10 sau 220V. 
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Pentru puteri reduse necesare acționării organului de execuţie se utilizează ca element 
de acţionare motorul de curent alternativ bifazat. Turaţia axului motorului pentru o sarcină 
dată este proporţională cu valoarea curentului din înfăşurarea de comandă iar sensul de rotaţie 
depinde de faza curentului de referinţă care circulă prin cea de-a două înfăşurarea a motorului. 

Pentru puteri şi cupluri mari necesare la acţionarea organului de reglare se utilizează 
motoare de curent continuu sau motoare de curent alternativ trifazate. 

Turația motoarelor de curent continuu este reglată prin modificarea tensiunii de 
alimentare a indusului şi a tensiunii de excitație, sensul de rotație fiind stabilit prin polaritatea 
curentului din indus. 

Reglarea turației motoarelor trifazate de curent alternativ se realizează cu prin 
intermediul modificării frecvenţei tensiunii de alimentare cu ajutorul convertizoarelor statice 
de frecvenţă. 

Cuplarea la organul de reglare se realizează prin intermediul unui reductor de turație 
pentru a se asigura pe de o parte un cuplu corespunzător, iar pe de altă parte, compatibilitatea 
între turația motorului şi viteza organului de reglare. Prezenţa reductorului de turație, 
introduce o întârziere în răspunsul elementului de execuție şi, în plus, o neliniaritate 
suplimentară. Motorul de curent alternativ este mai simplu, mai robust, cu inerție mai mică 
decât motorul de curent continuu. 

Motoarele electrice utilizate ca elemente de acţionare au o viteză de răspuns mai 
redusă decât elementele de acţionare pneumatice şi hidraulice, dezvoltă un cuplu mai redus 
pentru acelaşi volum şi prezintă o siguranţă în funcționare mai scăzută în condiții dificile de 
mediu. Sunt elemente neliniare, însă pe porțiunea liniară a caracteristicii statice pot fi descrise 
cu ajutorul unei funcții de transfer de forma: 


k 
H(s) = 
s(Ts +1)\(T „s +1) 
unde: - Tm este constanta de timp mecanică a elementului de execuție; 
- T este constanta de timp a circuitului electric. 


La alegerea unui element de acţionare de tip motor electric trebuie avute în vedere 
următoarele criterii: 
1. Realizarea unei anumite abateri de poziție cauzată de frecările statice; 
2. Realizarea vitezei şi accelerației necesare acționării la sarcină dată; 
3. Asigurarea unui domeniu de liniaritate în funcționare cât mai mare. 
Utilizarea unor reacții tahometrice sau utilizarea unor elemente de corecție în jurul 
elementului de acţionare pot îmbunătăți performanţele acestora. 
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9.3. Organe de reglare 


În funcţie de natura energiei reglate şi de tipul procesului, organele de reglare pot fi 
mecanice şi electrice, pentru reglarea unor debite sau pentru reglarea altor mărimi electrice 
sau  neelectrice. Cele mai frecvent utilizate organe de reglare pentru procese lente sunt 
robinetele de reglare a unor debite de fluid. Aceste elemente au ca mărime de intrare o 
mărime mecanică (o deplasare) generată de elementul de acţionare, iar ca mărime de ieşire un 
debit care se introduce sau se evacuează din instalația tehnologică. 

Relaţia dintre debitul de fluid printr-un robinet de reglare şi secțiunea de trecere a 
acestuia este: 

A E Al BE (9.8) 
p 
unde: - Cq este coeficientul de debit caracteristic unei rezistențe hidraulice; 

- S; este aria secțiunii de trecere a fluidului prin robinet; 

- Apr reprezintă căderea de presiune pe robinet; 

- p reprezintă densitatea fluidului. 


Căderea de presiune pe robinet este - ținând seama de faptul că robinetul reprezintă o 
rezistență hidraulică variabilă între sursa de energie şi instalația tehnologică - dată de relația: 


unde: Ap, = p, — p, reprezintă căderea de presiune totală în sistem, între sursă şi proces; 


AP. reprezintă căderea de presiune pe conductele de legătură (figura 9.7) 


Fig. 9.7. 


Ținând seama de relaţiile (9.8) şi (9.9), rezultă că debitul de fluid prin(robinetul de 
reglare nu este funcție univocă de poziţia tijei robinetului de reglare, acesta depinzând de 
sistemul hidraulic în care este montat robinetul respectiv, de căderile de presiune Apo şi Ape. 

Relaţia (9.8) evidențiază şi faptul că robinetul are o caracteristică intrinsecă, care 
depinde numai de geometria sa, şi o caracteristică definită de tipul fluidului şi de structura 
sistemului hidraulic în care este montat robinetul. 

Caracteristica intrinsecă a robinetului, notată K, este dată de relaţia: 

K,=C;:S, =K,(h) (9.10) 


unde h este cursa ventilului. 
Semnificația fizică a unui astfel de robinet de reglare se obţine prin interpretarea 
relației: 


K -Q (9.11) 


"Ap, 
p 


236 
TEORIA SISTEMELOR ȘI REGLAJ AUTOMAT 


Caracteristica intrinsecă K,, reprezintă debitul exprimat în m°/h al unui fluid de 
densitate p=1kg/dm? (apă), care trecând prin robinetul de reglare produce o cădere de 
presiune Ap=ldaN/em”. Mărimea K, are semnificaţia unui debit specific ce trece prin 
robinetul de reglare în condițiile enunțate. 

Pentru tehnica reglării automate, cele mai uzuale tipuri de caracteristici intrinseci sunt: 
caracteristica liniară (curba 1 din figura 9.8), caracteristica logaritmică (curba 2 din figura 
9.8), şi caracteristica de deschidere (închidere) rapidă (curba 3 din figura 9.8). 


Reng 
Ka 100 
3 
2 
Ko 
0 h 
z  *100 
hioo 
Fig. 9.8. 


În figura 9.8 s-au folosit următoarele notații: 

- Kẹ = valoarea caracteristicii Ky la cursa nominală; 

- Kw = valoarea la care caracteristica K,(h) intersectează axa K, (valoarea minimă a 
debitului specific la închiderea robinetului) 

Expresia analitică a caracteristicii intrinseci liniare este: 


K 
Sr S fa e (9.12) 
K K K hioo 


VS VS 
unde ho reprezintă cursa nominală a tijei robinetului de reglare. 


Expresia analitică a caracteristicii intrinseci logaritmice poate fi exprimată cu ajutorul 
relației: 
K 


E Sa | (9.13) 
K, K, K» hioo 


Caracteristicile intrinseci corespund unor forme specifice a supapei ventilului, astfel: 
- caracteristica intrinseca liniară este realizată de o supapă cu forma aproximativă a unui 
con (figura 9.9.a) 
- caracteristica logaritmică este realizată de o supapă a cărei contur în secțiune 
transversală este generat de o funcție exponențială (figura 9.19.b) 
- caracteristica de deschidere (închidere) rapidă este realizată de o supapă cu forma unui 
trunchi de con (figura 9.9.c) 
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Fig. 9.9 


Un parametru caracteristic al robinetului de reglare îl constituie raportul de reglare 


VS 


R, ga care defineşte lărgimea domeniului de reglare între o valoare minimă Kyo şi o 
vO 
valoare maximă Kvs. Calculul debitului de substanță ce trece printr-un robinet presupune 
cunoaşterea valorii corespunzătoare a caracteristicii Ky ținând seama de relația: 
Q=K, Apr (9.14) 
p 

Alegerea robinetului se face în funcție de valorile Ky, ținând seama de natura fluidului, 
de proprietățile acestuia şi de natura sistemului hidraulic în cadrul căruia este montat robinetul 
de reglare. 

Caracteristica statică a unui robinet de reglare (Q=Q(h)) se defineşte ținând seama că 
în funcție de tipul robinetului şi de sistemul hidraulic, căderea de presiune pe robinet este 
variabilă. Dacă asimilăm conducta pe care este montat robinetul printr-o rezistență hidraulică 
caracterizată prin caracteristica K., pe care are loc pierderea de presiune Ap., atunci debitul de 
fluid este dat de relația: 

G= K2 (9.15) 
p 
Pe baza relațiilor (9.14), (9.15) şi (9.9) obţinem: 


(9.16) 


Dacă se admite că pentru întreg sistemul hidraulic variația căderii de presiune cu sarcina este 
neglijabilă, în urma unor calcule simple se obține expresia caracteristici statice a unui robinet 
sub forma: 


Q 1 
Qioo 1+ AP 100 -I l 


Kyro 


unde: - Apoo este căderea de presiune pe robinet la deschidere nominală; 
- Apo este căderea de presiune în sistem (conductă robinet de reglare, sursă). 


(9.17) 


1] 
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Relaţia (9.17) evidenţiază faptul că funcţie de raportul Ap.100/Apo se obține o familie 
de caracteristici statice neliniare. Pentru cazul în care întreaga cădere de presiune din sistem 
are loc pe robinet, se obține o caracteristică statică ideală care coincide cu caracteristic 
intrinsecă. Cu cât raportul Ap.100/Apo scade, caracteristica statică reală se îndepărtează mai 
mult de caracteristica intrinsecă astfel încât o caracteristică intrinsecă logaritmică tinde să 
devină o caracteristică statică reală liniară, iar o caracteristică intrinsecă liniară tinde spre o 
caracteristică reală asemănătoare cu caracteristica de închidere (deschidere) rapidă. Familiile 
de caracteristici statice pentru două tipuri uzuale de robinete de reglare (cu caracteristică 
intrinsecă liniară şi logaritmică) pentru diverse valori ale raportului căderilor de presiune 
Ap-100/ Apo sunt prezentate în figura 9.10. 


Fig. 9.10 


La alegerea unui robinet de reglare pentru un proces dat, este necesară cunoaşterea 
caracteristicii statice a robinetului corespunzătoare raportului Ap.0o/Apo. O caracteristică 
statică reală optimă este acea caracteristică care se apropie cel mai mult de caracteristica 
liniară şi de aceea pentru procesele în care raportul Ap.10o/Apo are valori mici se recomandă 
robinete cu caracteristică intrinsecă logaritmică, în timp ce pentru procesele în care raportul 
Aprioo/Apo are valori mari (apropiate de unitate) se recomandă robinete de reglare cu 
caracteristică intrinsecă liniară). Factorul de amplificare al robinetului de reglare este o funcție 
de raportul căderilor de presiune pe robinet şi pe sistem. O alegere necorespunzătoare a 
caracteristicii de lucru a robinetului poate duce la instabilitatea sistemului. 

Pentru alegerea corespunzătoare a unui robinet de reglare se impune a lua în 
considerație efectul vâscozităţii, a compresibilităţii, precum şi fenomenele acustice ce apar în 
regimul de funcționare critic al robinetului şi a fenomenului de cavitație. 

În ceea ce priveşte caracteristica dinamică a robinetului de reglare aceasta se defineşte 
ținând seama de tipul şi caracteristica elementului de acţionare. Trebuie menţionat faptul că 
dinamica unui element de execuţie este influenţată de parametrii fluidului, de dimensiunile şi 
tipul organului de reglare, precum şi de caracteristicile elementului de acţionare. Pentru zona 
liniară a caracteristicii statice, modelul matematic al elementului de execuție poate fi 
aproximat printr-o funcție de transfer de forma: 


k 


e A ps Sa SR 
«(5) T,s” +Tis+1 


(9.18) 


sau: 
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H (Ss) = k 
s(T s + D(T,s +1) 

Coeficientul de transfer este dat de produsul dintre factorul de amplificare al 
elementului de acţionare şi coeficientul de transfer al organului de reglare. Acest coeficient 
este o funcție neliniară de deplasarea h a organului de reglare şi de aceea la proiectarea unui 
sistem de reglare trebuie definit domeniul de lucru al elementului de execuție. O alegere 
necorespunzătoare a elementului de execuție poate duce la instabilitatea în funcționare a 
sistemului automat dată fiind modificarea factorului de amplificare a acestuia funcție de 
regimul de funcționare, ca urmare a caracterului neliniar a caracteristicii statice a organului de 
reglare. 

Constantele de timp au în general valori reduse pentru elementele de execuție 
pneumatice şi hidraulice, acestea depinzând şi de tipul organului de reglare. 

În afară de organele de reglare a debitelor de fluid, în practică în practică se întâlnesc 
diferite tipuri de organe de reglare electrice cum ar fi redresoare comandate cu tiristoare, 
convertizoare de frecvență cu tiristoare, autotransformatoare, etc. 


(9.19) 


9.4. Alegerea şi dimensionarea elementelor de execuţie 


O primă etapă în alegerea elementului de execuţie constă în alegerea şi dimensionarea 
organului de reglare funcție de tipul procesului tehnologic, de caracteristica statică a acestuia, 
de caracteristicile fluidului introdus sau evacuat din instalația tehnologică, de traseul pe care 
se montează organul de reglare şi de perturbațiile ce acționează asupra sistemului. 

La alegerea unui organ de reglare a debitului de fluid trebuie parcurse etapele: 

l. Se calculează pierderile de presiune pe conductă corespunzătoare debitului maxim, 
nominal şi minim. 

2. Ținând seama de pierderile de presiune ce apar pe robinet şi în sistem se alege 
caracteristica statică de lucru a robinetului le reglare, precum şi tipul caracteristici 
intrinseci a acestuia (liniară sau logaritmică). 

3. Se determină presiunea sursei pentru debitul maxim Qmax ŞI se precizează caracteristica 
statică a sursei de presiune. 

4. Se determină căderea de presiune minimă pe robinetul de reglare, ţinând seama de 
pierderea de presiune minimă în sistem şi pe conducte. 

5. Se aleg variantele constructive ale ventilului şi robinetului de reglare funcție de 
caracteristicile fluidului şi de căderea de presiune pe robinet. 

6. Se calculează valoarea caracteristicii Ky pentru robinetul de reglare pentru debitul maxim 

Kymax, pentru debitul minim Kymin şi se alege din catalog caracteristica statică care să 

îndeplinească simultan condițiile. 


K „ = (1,25 +1,4)K 
K ain 212K 
7. Se verifică dacă este îndeplinită condiția: 


v max 


vmin 


r 
K vs min 


8. Se calculează K, pentru debitul nominal Qn, stabilindu-se poziția de funcționare a 
robinetului de reglare în condiții nominale. 
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După alegerea organului de reglare conform algoritmului prezentat se trece la alegerea 
elementului de acţionare, alegere care are în vedere tipul acționării (pneumatică, hidraulică 
sau electrică) pe de o parte şi caracteristica dinamică a acestuia (proporțională sau integrală) 
pe de altă parte. La alegerea tipului acţionării se au în vedere avantajele şi dezavantajele 
fiecărui tip de acţionare (prezentate anterior) iar pentru alegerea caracteristici (proporțională 
sau integrală) se au în vedere tipul procesului şi tipul regulatorului. 

Principalele probleme ce trebuie rezolvate după alegerea tipului acţionării sunt legate 
de realizarea unei concordante între cursa robinetului şi cursa tijei elementului de acţionare şi 
dezvoltarea unei puteri (sau a unui cuplu) suficiente pentru învingerea tuturor forţelor 
rezistente şi intervin în acționarea elementului de execuţie. Atât în ceea ce priveşte cursa 
elementului de acţionare cât şi în ceea ce priveşte puterile dezvoltate, în cataloagele firmelor 
producătoare de elemente de acţionare se indică valori standard din care se pot alege pe cele 
ce îndeplinesc condiţiile de funcționare impuse. 
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CAP. X. TRADUCTOARE 


10.1. Caracteristici ale traductoarelor. Clasificări. 


Traductoarele sunt dispozitive ce au rolul de a stabili o corespondenţă între o mărime 
de măsurat şi o mărime aptă de a fi prelucrată de echipamentele de prelucrare automată a 
datelor (regulatoare sau calculatoare de proces). 

Acest lucru se realizează prin transformarea mărimii fizice de măsurat (de obicei 
neelectrică) într-o altă mărime fizică (de obicei electrică) sau prin transformarea unei mărimi 
fizice în acelaşi fel de mărime fizică dar cu parametri modificaţi (în cazul în care mărimea de 
măsurat este de exemplu o mărime electrică). Această transformare se realizează de obicei 
printr-o serie de transformări succesive ale mărimii de măsurat. 

Un traductor este construit de obicei din 2 blocuri: elementul sensibil (detectorul) care 
transformă mărimea fizică de măsurat într-o mărime intermediară şi convertorul de ieşire 
(adaptorul) prin care mărimea intermediară este transformată într-o mărime uşor observabilă 
şi prelucrabilă de către sistemul de conducere (reglare). Vezi fig. 10.1. Deci convertorul de 
ieşire are rolul de a realiza adaptarea cu celelalte elemente din sistemul de reglare cu care este 
cuplat. 

Elementele ce caracterizează un traductor şi pe baza cărora se pot compara între ele 2 
traductoare (deci elementele ce trebuie luate în considerare atunci când alegem un traductor 


Element Convertor 
Yy r 
(2) (detector) (adaptor) 0) 


[] 

[] 

[] 

i 

[] 

[] . . . . 
! sensibil de ieşire 
[] 

[] 

[] 

[] 

[] 

[] 

[] 


sau altul) sunt: 
1) Natura fizică a mărimi de intrare (y) şi a mărimi de ieşire (r). 
2) Puterea consumată la intrare şi cea transmisă la sarcină. 
3) Caracteristica statică exprimabilă prin dependenţa în regiuni statice 


r= fi) (10.1) 


Această caracteristică poate fi liniară (fig. 10.2.b), neliniară univocă (fig. 10.2.b) sau neliniară 
neunivocă (fig. 10.2.c). În practică caracteristicile statice pot prezenta un grad mai mic sau 
mai mare de neliniaritate şi de aceea e necesară liniarizarea lor, printr-o metodă adecvată, în 
gama de variaţie a mărimi de intrare şi de ieşire. Cu cât gama de variație liniară este mai 
mare, cu atât traductorul este mai bun. Gradul de liniaritate se poate aprecia prin abaterea 
(eroarea) de neliniaritate definită prin: 


r, =r 


£, = 100% (10.2) 


r 
l 
unde r este valoarea reală iar r; este valoarea liniarizată de gama pe variație. 
Această mărime se poate exprima şi în funcţie de mărimea de intrare (y). 
Pe baza caracteristicilor statice se pot defini următoarele mărimi: 
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a) Domeniul de măsurare (gama de lucru) definită prin valorile minimul şi maximul 
mărimii de intrare, respectiv de ieşire: 


r r r 
y 
a) y b) ” W 
Fig. 10.2 
Y = Y max T Y min (10.3) 
F =F ax inn (10.3) 
b) Sensibilitatea, care se defineşte pentru variații lente ale mărimi de intrare 
ŞI ieşire şi care se exprimă sub mai multe forme: 
e Sensibilitatea medie 
sa ek (10.4) 
y 
unde Ķ este o mărime constantă pentru o caracteristică liniară sau liniarizată; 
e Sensibilitatea diferențială 
dr A 
„ss (10.4) 
dy Ay 
e Sensibilitatea relativă 
A 
PS cula (10.4) 
Ay/y 


Aceste mărimi împreună cu erorile de măsurare ne permit să apreciem calitatea măsurători. 
4) Caracteristica dinamică exprimă comportarea în regim dinamic şi rezultă din 
ecuația diferențială ce leagă variația în timp a mărimii de ieşire cea de intrare : 


F, rir”, aaa r, yY aa y0 (10.5) 


De cele mai multe ori ne interesează comportarea la o mărime standard de intrare sau 

caracteristicile de frecvență, mai ales dacă elementul are o comportare tip filtru. 

5) Pragul de sensibilitate reprezintă limita inferioară a variației mărimi de intrare 
sesizată cu certitudine de către traductor. Atunci când acesta este raportat la 
domeniu de măsură exprimă rezoluția (puterea de rezoluție). 

6) Gradul de precizie (Clasa) este raportul dintre eroarea maximă admisibilă a 
mărimi de ieşire care se produce în regim staționar de funcționare şi domeniul ei 
de măsurare, exprimat în procente. 

7) Nivelul de zgomot (zgomotele interne şi externe) al traductorului 

trebuie să fie cât mai redus pentru a nu influența deciziile sistemului în care traductorul este 
element primar. 
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10.1.1. Clasificarea traductoarelor. 


a) Un prim criteriu este cel determinat de forma semnalului de ieşire; după acest criteriu 
traductoarele se împart în: 
- traductoare analogice — care au la intrare un semnal cu variaţie continuă 
- traductoare numerice — care au la ieşire un semnal cu variaţie discontinuă 
b) Criteriul principal de clasificare este cel funcție de mărimea de intrare şi cea de ieşire. 
- Intrare — electrică — frecvenţă, curent, tensiune, putere, fază 
— neelectrică -— debit, nivel, deplasare, viteză, acceleraţie, 
temperatură, presiune, etc. 
- Ieşire — Parametrică — Rezistive — Reostatice, termorezistive 
— Inductive- de înaltă şi de joasă frecvenţa. 
— Capacitive — cu S, d, sau e variabil 
— Generatoare — Inductive, Piezoelectrice, termoelectrice, 
Holl, etc. 
Vom considera cazul cel mai des întâlnit în practică, care constă în transformarea mărimi de 
intrare a traductorului într-o mărime electrică. 


10.2. Traductoare analogice 


Traductoarele analogice sunt acele traductoare la care atât mărimea de măsurat cât şi 
mărimea de ieşire sunt mărimi analogice, adică sunt definite pe submulțimi ale numerelor 
reale 

Traductoarele analogice se împart în: 

a) Traductoare parametrice în care, sub influența mărimii de intrare se modifică după 
o lege bine determinată unul din parametri electrici (rezistență, inductanță, capacitate) ai 
circuitelor electrice a traductorului. Pentru detectarea acestei modificări traductorul are 
nevoie de o sursă de energie exterioară şi o schemă de măsură. 

b) Traductoare generatoare (energetice) la care mărimea de intrare este transformată 
într-o tensiune electromotoare ce poate fi utilizată nemijlocit în sistemul de reglare. 

Aceste traductoare nu necesită o sursă de alimentare exterioară 


10.2.1. Traductoare parametrice rezistive 
Principiul de funcționare constă în modificarea în trepte sau continuă a rezistenţelor R 


a unui rezistor. Sub acțiunea intrării se va produce modificarea unuia din parametrii care 
intervin în relația. 


R= p— 10.6 
Pr (10.6) 


unde p = rezistivitatea, / = lungimea, S = secțiunea. 
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10.2.1.1. Traductoare reostatice. 


La aceste traductoare variaţia rezistenţei se realizează prin modificarea lungimi 
rezistorului. Ele sunt utilizate pentru măsurarea unor deplasări liniare (fig. 10.4.a) sau 
unghiulare (fig. 10.4.b) sau a unor mărimi ce se pot transforma în astfel de deplasări. 

Traductoarele pot fi alimentate în curent continuu sau în curent alternativ. 

Funcţionare traductoarelor rezistive liniare se poate exprima prin relaţia: 


R, -fy (10.7) 


unde / = lungimea bobinajului, Ro = rezistența totală a rezistorului bobinei. 
In cazul traductoarelor reostatice unghiulare relația este similară cu mențiunea că y 
reprezintă deplasarea unghiulară: 


R, 
onca (10.8) 
Q 


unde a = unghiul maxim posibil de rotație a cursorului. 
Erorile de conversie sunt cauzate de variația lui R cu temperatura mediului ambiant, 
neuniformități de bobinare şi frecări ale cursorului. 


Ro 


sial Ur 
y Ş 


a) b) 


Fig. 10.4 


Un exemplu de traductor de presiune este 
prezentat în figura 10.5. Elementul sensibil este 
format din celula manometrică CM iar convertorul 
de ieşire de tip deplasare — rezistență este format 
din potențiometrul P. 
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10.2.1.2. Traductoare termorezistive 


Principiul de funcționare al acestor traductoare constă în variația rezistivităţii electrice 
cu temperatura. În categoria acestor traductoare intră termorezistenţele, care au coeficientul 
de variaţie a rezistenţei cu temperatura pozitiv, şi termistorii care au în general coeficientul de 
variaţie a rezistenței cu temperatura negativ. 

Termorezistenţele sunt utilizate în gama — 200 + + 500°C, valoarea rezistenţei Rr la o 
anumită temperatură T ş"Kţ fiind dată în funcţie de temperatura iniţială T, prin relaţiile: 


Rr = Rl +a(T- T.) + b(T- T] (10.9) 
Termistoarele pot fi utilizate în gama — 70 + + 200°C, iar variaţia rezistenţei cu 
temperatura este dată de relația: 


R, = Re tts) (10.10) 


unde este o constantă de material. 
10.2.1.3.Traductoarele tensometrice 


Traductoarele termometrice sunt destinate măsurării unor eforturi sau deformaţii şi au 
ca principiu de funcționare variaţia atât a lungimi cât şi a tensiuni unui fir sau filament din 
material conductor sau semiconductor. 

Pornind de la relația 10.6 se poate scrie următoarea relaţie ce defineşte funcționarea 
unui astfel de traductor termometric cu fir metalic. 


SER a E (10.11) 
R l p 


unde 4 = coeficientul lui Poisson (raportul dintre deformația transversală şi cea 
longitudinală). Aceste traductoare, deşi au o sensibilitate mică şi unele greutăți în modul 
practic de utilizare (lipirea tensometrului de corpul de studiat, sensibilitate la umiditate, etc.) 
au avantajul unui preț de cost scăzut, frecvență mare de lucru şi erori mici. 

Pentru compensarea erorilor se utilizează montaje în punte; pe un braț al punţii se montează 


Fig 10.6 
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tensometrul activ, iar pe celălalt se montează tensometrul compensator. Se pot utiliza două 
metode de măsurare statică: prin deviație şi prin metoda de zero ( fig. 10.6.a respectiv fig. 
10.6.b). Potenţiometrul P; este utilizat pentru echilibrarea punţii înainte de solicitarea 
mecanică. La apariția solicitării 7; tensometrul activ îşi modifică rezistenţa, puntea se 
dezechilibrează şi acul aparatului de măsură (microvoltmetru) este deviat. Semnalul de 
tensiune astfel obținut este amplificat şi eventual convertit într-un semnal de curent, putând fi 
folosit în sistemul de reglare. 

Semnalul de tensiune care apare ca urmare a dezechilibrului punţii este aplicat prin 
intermediul amplificatorului A servomotorului SM care deplasează cursorul lui P) până la 
reechilibrarea punţii, putându-se grada deplasarea şi citi direct valoarea corespunzătoare a 
efortului. 

Este de menţionat că principiul de măsurare în punte se poate aplica tuturor traductoarelor 
parametrice, puntea putând fi alimentată în curent continuu sau curent alternativ. 


10.2.2 Traductoare parametrice inductive. 


Traductoarele inductive sunt realizate din una sau mai multe bobine cu miez de fier 
sau cu aer a căror inductanță variază sub acţiunea mărimi de intrare. 
Intrucât această inductanţă este dată de o relaţie de forma: 


L= NR şHţ (10.12) 
unde N= numărul de spire al bobinei 
R = reluctanţa circuitului magnetic 


iar 
l; 5 
N e Ai (10.13) 
Hp í S, Ha ` S, 
cu: l; = lungimea circuitului magnetic în fier măsurat în m. 


5 = lungimea întrefierului în m 
Sh Sa = secțiunea fierului, respectiv secțiunea activă a întrefierului 

Lf, La = permeabilitatea fierului, respectiv a aerului în H/m 
rezultă că modificând unul din parametri din relaţia (10.13) se vor obține diferite tipuri de 
traductoare inductive. 


Fig. 10.7 Fig. 10.8 
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10.2.2.1. Traductoare cu întrefier variabil 


Principiul de funcționare se bazează pe modificarea, sub acţiunea mărimii de intrare, a 
lui 6. Întrucât 4; > La, va rezulta că reluctanţa în fier este neglijabilă în raport cu cea a aerului 
şi vom putea scrie că reluctanța traductorului va fi: 


N K 
Joie 7S (10.14) 
s5 Hoo 5 
In figura 10.7 se prezintă principiul de funcționare a unui traductor inductiv de forță. 
Se poate observa că sub acţiunea forței se modifică 6 ceea ce conduce la modificarea lui Ly. 


Întrucât curentul ce trece prin bobină este: 


ip e MIE AR (10.15) 


JR +o L 
Va rezulta că atunci când F creşte va creşte şi Ly. Aceste traductoare au o sensibilitate mare, 
dar caracteristica statică este neliniară (fig. 10.8) 
Pentru îmbunătățirea performantelor acestor traductoare, în special pentru mărirea zonei de 
liniaritate se folosesc montaje diferențiale ca în figura 10.9. 


Fig. 10.10 


Fig. 10.9 


10.2.2.2. Traductoare de tip transformator 


Aceste traductoare se prezintă sub forma a două înfăşurări a căror inductanță mutuală 
poate fi modificată sub acțiunea mărimii de intrare, fie prin modificarea poziției miezului sau 
întrefierului, fie prin modificarea poziției înfăşurării primare printr-o mişcare liniară sau de 
rotație, ca în figura 10.11.a (cu modificarea întrefierului) sau 10.11.b (cu modificarea poziției 
înfăşurării primare). 
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Sub acțiunea mărimii de intrare, de exemplu o forță, se modifică inductanța magnetică 
a traductorului şi deci fluxul magnetic. Acesta din urmă induce în bobina secundară BS o 
tensiune a cărei valoare eficace, funcție de frecvenţă f este: 


U ies = 4,44 - D max -N3 Sf (10.16) 


Fig. 10.11 


unde Ønax este valoarea de vârf a fluxului în miez: 


2 
p=Lii= i (10.17) 
m 


curentul i din bobina primară BP trebuie să fie de amplitudine constantă şi independentă de 
variația inducției bobinei. 

Aceste traductoare prezintă avantajul separării galvanice a circuitelor de intrare şi de 
ieşire. O caracteristică dinamică bună, în special la cele cu bobină mobilă, se obține dacă 
alimentarea bobinei BP se face în înaltă frecvență. 


Fig. 10.12 


10.2.2.3. Traductoare cu miez mobil 


Traductoarele de acest fel sunt des utilizate în convertirea deplasărilor mecanice într-o 
mărime electrică, de obicei o tensiune alternativă. Ele constau dintr-o bobină cu miez mobil, 
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mărimea de intrare acționând asupra acestui miez. Întrucât caracteristica statică este neliniară 
se foloseşte un montaj diferențial. 

Un traductor de acest fel este prezentat în figura 10.12.a, iar montajul utilizat în figura 
10.12.b. În poziţia neliniară a miezului Uies = 0. Amplitudinea semnalului de ieşire este 
proporțională cu deplasarea (pe zona de liniaritate) iar faza acestuia depind de sensul 
acestuia. 


10.2.3 Traductoare parametrice capacitive. 


Principiul de funcționare a traductoarelor capacitive se bazează pe modificarea 
capacității unui condensator ca urmare a acțiunii mărimi de intrare asupra distanței dintre 
Intr-adevăr relaţia de calcul a capacităţii unui condensator plan paralel este: 

S-E, 
02008903 PE] (10.18) 
unde: S este suprafața armăturilor în m?; 

d este distanța dintre armături în cm; 

& este permitivitatea dielectrică relativă a mediului dintre armături iar pentru un 
condensator cilindric: 


g= 0080- pF] (10.19) 
B2 


d 
unde: D este diametrul armăturii exterioare; 
d este diametrul armăturii interioare; 
h este înălțimea cilindrului. 


10.2.3.1. Traductoare cu distanța dintre armături variabilă. 


Elementul variabil constă dintr-un condensator care are una dintre armături fixă iar 
cealaltă mobilă, ultima putându-se deplasa sub acțiunea mărimi de intrare. 

Din relația (10.18) rezultă o dependență hiperbolică a capacității față de distanța 
dintre armături. Pentru a se realiza o liniaritate bună a caracteristicii statice şi o sensibilitate 
ridicată, traductorul este utilizat la variați relativ mici ale poziției armăturii mobile 


10.2.3.2. Traductoare cu suprafața de comună a armăturilor variabilă. 


Sunt destinate în special măsurări unor deplasări liniare sau unghiulare. Principal, elementul 
sensibil este format din 2 plăci plan paralele din care un fixă şi alta glisantă sub acțiunea 
mărimi de intrare (fig. 10.13 a,b). 


b) 


Fig.10.13 
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Variația capacităţii C, cu suprafaţa S este liniară şi de aceea traductoarele se folosesc pentru 
domenii largi de variaţie a mărimilor. 


10.2.3.3. Traductoare cu permitivitatea dielectricului dintre armături variabilă. 


Aceste traductoare ca şi cele dinainte pot lucra în regim de control activ. Funcționarea lor se 
bazează pe faptul că dacă la un condensator se introduce între armături o placă cu material 
dielectric cu £+ & şi de grosime 6, capacitatea se exprimă printr-o relaţie de forma: 


C= (10.20) 


ARIE: E 
d-5 ô 

+ — 
E E 


r 


In figura 10.14 se prezintă un traductor de nivel al benzinei într-un rezervor. Aceste 
traductoare au avantajul că nu prezintă piese în mişcare dar pot prezenta erori datorită 


Fig. 10.14 


10.2.4 Traductoare generatoare. 


Traductoarele generatoare sunt realizate în mai multe variante, în funcție de principiul 
care stă la baza transformării mărimii de intrare într-o tensiune electromotoare. 


10.2.4.1.Traductoare de inductie 


Principiul de funcționare al acestor traductoare constă în inducerea unei tensiuni 
electromotoare e într-un conductor ce taie liniile de forță ale unui câmp magnetic de inducție 
BIT]; 

e = B-l-v [V] (10.21) 
unde v este viteza circuitului conductor în m/s şi / este lungimea circuitului în m. 

Întrucât e este proporţională cu viteza, această mărime poate fi integrată sau, 
diferențiată şi se obține tensiuni proporționale cu deplasarea sau accelerația. Pe acest 
principiu se obțin tahogeneratoare, vibrometre, debitmetre. 
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10.2.4.2. Traductoare termoelectrice (termocupluri) 


Principiul de funcționare se bazează pe efectul termoelectric, care constă în aceea că 
la între joncțiunile a 2 fire din material conductor (sau semiconductor) aflate la temperaturi 
diferite, apare o tensiune electromotoare proporțională cu diferența de temperatură dintre 
joncțiuni. Sunt destinate măsurări temperaturi în gama de 400 + 1200*C dar în funcţie de 
materialele utilizate se poate ajunge le o gamă de —200 + + 1400°C. 

Dependenţa t.e.m de temperatură nu este riguros liniară şi de aceea se impune o 
atenție deosebită la alegerea tipului de electrozi funcție de domeniul de măsură. 
Termocuplurile prezintă inerție mare în procesul de măsurare. 


10.2.4.3. Traductoare Hall 


Traductoarele se bazează pe efectul Hall care constă în producerea 
unei tensiuni Hall, Un de către o sondă (plăcuţă din material semiconductor) plasată într-un 
câmp de inducţie B şi alimentată de un curent de comandă 7. 


Uy > Ry Sr] (10.22) 
unde Ry este constanta lui Hall (dependentă de material); 
d grosimea plăcii. 
Pe baza relației de mai sus se pot măsura mărimi ce pot fi transformate în variaţii ale 
inducției B sau a curentului / sau a ambelor mărimi. 
În figura 10.15 se prezintă principiul de realizarea unui traductor Hall. 


Fig. 10.15 


10.3. Traductoare numerice 


La traductoarele numerice mărimea de intrare este de tip discret. Mărimea analogică 
măsurată este convertită într-un semnal codificat, exprimat direct în forma numerică. 

Codificarea constă în modificare mărimii de măsurat analogice, adică din aproximarea 
acesteia prin elementele unei mulțimi finite de valori. 

Suportul fizic ce permite realizarea unei cuantificări poate fi constituit din starea 
instantanee a unor elemente electronice de circuit (memorii, bistabili, registre), sau din 
poziția contactelor unui grup de relee. 
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Traductoarele numerice funcționează după principiul discretizării în timp, sau a 
eşantionării conformă căruia mărimea analogică ce trebuie măsurată determină la ieşirea 
traductorului variații la momente discrete de timp şi nu continue. 

Principalele avantaje ale măsurări numerice constau în: 


e precizia foarte bună de măsurare 


e posibilitatea implementării unor sisteme de reglare numerică în care achiziția datelor 
(numerică) să fie compatibilă cu structura sistemului. 


e reducerea erorilor de transmisie la distanță a valorilor măsurate. Apariţia circuitelor 
integrate pe scară foarte largă oferă soluţii practice atât pentru prelucrarea directă a 
semnalelor analogice măsurate, cât şi pentru conversia analog-numerică. 
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CAP. XI. SINTEZA AUTOMATELOR FINITE 


11.1 Automat finit 


Spre deosebire de automatizările continui, în care mărimile (de intrare, ieşire, stare) 
pot lua un număr infinit de valori pe un interval finit aparținând mulțimilor de definiție, în 
cazul automatelor finite există un număr finit de valori pentru variabila timp şi un număr finit 
de valori pe care le pot lua mărimile de intrare, de ieşire şi de stare. 

Variabila discretă timp se incrementează la fiecare schimbare de stare şi are rolul de a 
ordona mulțimea stărilor. Acest fapt nu înseamnă că procesul se desfăşoară neapărat discret 
în timp, ci numai că se consideră modificarea variabilei timp la momente discrete. 

Noţiunea de automat finit este definită ca sistem dinamic prin axiomele specifice 
sistemelor dinamice şi anume: 


a) 


b) 
c) 


d) 


e) 


Există o mulțime dată a valorilor variabilei timp TeZ, o mulțime a valorilor 
stărilor X, o mulțime a valorilor intrărilor I şi o mulțime a valorilor ieşirilor Y, o 
mulţime Q a intrărilor acceptate 2 ={a(t) : Z — I}, şi o submulțime a funcţiilor 
de ieşire l ={⁄t) : Z > Y}, cu l,Y =F {0,1}; 
Z este o submulțime ordonată a mulțimii R (direcționarea timpului) 
Spaţiul intrărilor O satisface condițiile: 
- 1 Q este nevidă (netrivialitate) 
- 2 Un segment de intrare œ(t;, tzt este restrâns la (tu,toțeZ dacă: o,owe şi 
ti<to<tz, există un œ”EQ astfel încât o“(tiubţ = (tut şi O” (t2,t3t= 
œ’ (t2,tzt (concatenarea intrărilor) 
Există o funcţie de tranziție a stărilor ọ, dată de ZxZxXxW-—X, a cărei valoare 
este starea x(0)=p(t,t0,x0,0)—X care rezultă la timpul teZ din starea inițială 
X0=X(to) sub acţiunea intrării œ; p având proprietăţile: 
1. este definită pentru t’ (direcționarea timpului) 
2. p(tto,x0,0) = x(t), pentru orice teZ şi oricare xeX şi oricare peo 
(proprietatea de consistență) 
3. pentru orice ti<b<t : Ọ(t3,t1,x,@)= (tb, p(t2,tu,x,0),0) pentru oricare 
xEX şi oricare we (proprietatea de compunere) 
4. Dacă œœ EQ şi @(tott=@ (tott atunci  p(tito,x,0)F p(tuto,x,0”) 
(cauzalitatea) 
Există o aplicaţie a ieşirii n:ZxX—Y care defineşte ieşirea y(t)=y(t,x(t)). 


În cele ce urmează pentru automatele finite (spre a le deosebi de sistemele 


automate continui) se va folosi termenul de schemă logică. 
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valori (0 sau 1), astfel încât mulțimea Y va avea componentele: 


11.2. Realizabilitatea fizică a expresiilor logice 


11.2.1. Reprezentarea funcţiilor booleene. 


O funcţie booleeană este o funcție dependentă de variabile logice, adică de variabile 
care nu pot lua decât două valori (0 sau 1, adevărat sau fals). 
Dacă ui,u» sunt intrări logice iar y(iı,u2) ieşiri, atunci poate fi definită mulțimea Y a 
cărei componente sunt y(0.0), y(0,1), y(1,0) şi y(1,1) fiecare componentă putând avea două 


Tabel 1 
Ur | U2 | Yo | Yi | Y2 | Y3 | Ya | Ys | Y6 | Y7 | Ys | Yo | Yio | Yi | Y12 | Y13 | Y14 | Y15 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 
Funcția | 0 [wu luul u [uAu| w uiuluitul wusul wu pu | 1 
zeoj i | 3 1 2 | 2 utu 2 |ù | ı | u | 2 [uz fnita- 
uw u>u] SAU|SAU| , |iden NANDI te 
exclu NOR | titate 
S1V 


Generalizând, putem afirma că m intrări formează 2™ combinații de intrare cu care se 
pot defini (2^™ funcţii depinzând de m variabile. 
O funcție logică poate fi descrisă cu ajutorul tabelei de adevăr; acesta este un tabel cu 
un număr de m+1 coloane şi cu un număr de 2" linii. Primele m coloane corespund fiecare 
unei variabile de intrare, şi în fiecare linie corespunzătoare primelor m coloane este trecută 
câte o combinaţie posibilă a valorilor variabilelor de intrare. Ultima coloană corespunde 
funcției de ieşire şi pe fiecare linie corespunzătoare acestei coloane este trecută valoarea 
funcției de ieşire corespunzătoare combinației intrărilor de pe linia respectivă. De obicei 
liniile corespunzătoare combinațiilor posibile ale variabilelor conține, în ordine crescătoare, 
exprimarea sub formă binară a numerelor naturale începând cu valoarea zero. În acest sens, 
tabelul 1 conţine 16 tabele de adevăr, obţinute din primele două coloane şi fiecare din 
coloanele următoare. O funcţie oarecare de ieşire depinzând de 3 variabile de intrare va fi 
descrisă cu ajutorul unei tabele de adevăr de forma tabelului 2: 


Tabelul 2 
ui u2 u3 y 
0 0 0 0 
0 0 l 0 
0 l 0 l 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
l 0 l l 
1 l 0 0 
l l l 0 


Sunt definite două forme canonice pentru scrierea funcțiilor 
logice: 


- Forma canonică disjunctivă (FCD), când funcția 
logică este exprimată ca o disjuncție (SAU) de conjuncții 
({I); fiecare conjuncție reprezintă un minitermen care 
corespunde unei valori 1 a funcției de ieşire din tabela de 
adevăr şi conține combinația corespunzătoare de valori ale 
variabilei de intrare luate sub formă directă: 


q 
Y(U Uz, Un) = Y UUA 
—_ 


min itermen 


(11.1) 
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unde q reprezintă numărul de valori 1 ale variabilei de ieşire din tabela de adevăr. 

- Forma canonică conjunctivă când funcția logică este exprimată ca o conjuncție (41) 
de disjuncții (SAU); fiecare conjunctie reprezintă un maxitermen care corespunde unei valori 
0 a funcției de ieşire din tabela de adevăr şi conține combinaţia corespunzătoare de valori ale 
variabilei de intrare luate sub formă negată: 


1 
Yu ua sus ud = | [ (Œ, +0, +0, ++) (11.2) 
1 


max itermen 


unde p reprezintă numărul de valori 0 ale variabilei de ieşire din tabela de adevăr, iar bara de 
deasupra variabilei semnifică faptul că aceasta este negată). 

Ca exemplu pentru funcția logică descrisă de tabela de adevăr din tabelul 2, scrierea 
sub forma canonică disjunctivă are forma: 


y(u, U,,U,) = U,u,U, +u UU, +u UU, (11.3) 


iar scrierea sub formă canonică conjunctivă are forma: 
y(u,,U,,U};)= (U, +u, +u, )\(U, +u, +U, (u, +U, +U, )(U, +U, +u, )(U, +U, +0,3) (11.4) 


Cele două forme de scriere a funcției logice sunt echivalente, dar nu minime; ele 
conțin termeni redondanți ce pot fi eliminați printr-o operație de minimizare (cum se va vedea 
ulterior) 

După cum se observă atât din descrierea în forma generală cât şi din exemplul 
considerat, forma canonică disjunctivă este mai comodă în cazul în care funcția de ieşire are 
mai puține valori de 1 decât valori de 0, iar forma canonică conjunctivă este mai avantajoasă 
în caz contrar. Se poate observa de asemenea că pentru a defini complet oricare funcție în 
FCD sau în FCC sunt suficiente funcțiile {I, SAU, NU,. Se poate demonstra că există 
posibilitatea implementării acestor forma canonice numai cu funcții NAND (SI negat) sau 
NOR (SAU negat). 


11.2.2. Particularitățile elementelor fizice utilizate în implementarea 
schemelor logice 


Principalele tipuri de elemente fizice utilizate pentru implementarea schemelor logice 
sunt : 

a) relee electrice; 

b) relee pneumatice; 

c) elemente hidraulice; 

d) elemente electronice de comutație statică; 


11.2.2.1. Implementarea cu relee electrice 


Releele electrice au în compunere o bobină ce poate fi alimentată în curent continuu 
sau în curent alternativ o armătură mobilă care este acționată atunci când bobina releului este 
alimentată şi unul sau mai multe contacte electrice acționate odată cu armătura mobilă. 
Alimentarea bobinele releelor poate implementa variabile de stare sau de ieşire iar contactele 
acestora pot implementate variabile de stare sau intrare. În cazul implementării schemelor 
logice cu relee electrice variabilele de intrare vor fi implementate de asemenea cu contacte 
ale unor butoane de acţionare, limitatori de cursă, presostate, termostate, etc.. 
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Valoarea adevărată a unei variabile va fi implementată printr-un contact normal 
deschis (un contact care este deschis în starea neacționat a elementului care materializează 
variabila respectivă) iar valoarea negată va fi implementată printr-un contact normal închis 
(un contact care este deschis în starea neacționat a elementului care materializează variabila 
respectivă). 

Funcția logică {I este materializată prin legarea în serie a contactelor iar funcția logică 
SAU prin legarea în paralel a acestora. 

Reprezentarea grafică a celor mai des întâlnite elemente utilizate la implementarea 
schemelor logice cu relee este prezentată în tabelul 3. 


Tabel nr. 3 

Nr. Simbol Semnificație 

crt 
1 tact | hi 

X e Contact normal deschis 
2 7 Contact normal închis 
E 
3 b 2 Contact comutator 
"i ape 

4 | [| Bobină de releu 
5 E Bobină de releu cu întârziere la declanşare 
6 MI Bobină de releu cu întârziere la anclanşare 
7 N 5 Contact normal deschis cu temporizare la deschidere 
8 è Contact normal deschis cu întârziere la închidere 


Contact normal închis cu temporizare la închidere 


10 a Contact normal închis cu temporizare la deschidere 


11 ó Contact normal deschis cu zăvorâre mecanică 

12 A Contact normal închis cu zăvărâre mecanică mecanică 

13 EX Contact normal deschis al unui buton de acţionare 

14 = Contact normal închis al unui buton de acţionare 

16 TAN Contact normal deschis al unui buton de acţionare cu lampă 


17 ce? Contact normal închis al unui buton de acţionare cu lampă 


Utilizarea releelor electrice în implementarea schemelor logice prezintă avantajul unei 
viteze de acţionare bună, robusteţe, posibilitatea implementării directe a funcției atât în formă 
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FCD cât şi FCC, putere mare la ieşire şi deci posibilitatea cuplării directe cu partea de forță, 
dar au un gabarit relativ mare, frecvența de comutare este limitată la 50Hz, şi prezintă pericol 
de explozie în mediile care conţin vapori explozivi. 

Ca exemplu implementarea cu relee a funcției logice definită de ecuaţia 11.3 se va 
realiza ca în figura 11.1. 


Fig 11.1. 


11.2.2.2 Implementarea cu elemente pneumatice 


În schemele pneumatice, cel mai reprezentativ element fizic cu caracteristică de tip 
releu utilizat pentru implementarea schemelor logice este ventilul (supapa), prin acesta 
înțelegând un dispozitiv care comandă închiderea sau deschiderea unor căi de circulație a 
aerului sau stabileşte sensul de circulație a aerului comprimat. Ventilele se pot clasifica după 
modul de funcționare (ventile de distribuţie, de blocare, etc.) sau după numărul de căi (cu 1, 
2, 3 sau mai multe căi) 

Ventilele asigură fie trecerea, fie blocarea trecerii aerului comprimat; de regulă o cale 
este “normal deschisă” dacă în starea neacționată a dispozitivului există conducție pentru 
fluidul considerat, pe calea corespunzătoare. 

Elementele pneumatice materializează variabilele de stare sau intrare printr-o cale 
normal deschisă (pentru variabila în stare directă) respectiv printr-o cale normal închisă 
(pentru variabila negată). Acţionarea elementelor pneumatice poate fi realizată manual, 
mecanic, electric sau pneumatic. Legarea în serie a acestor elemente implementează funcția 
logică {I iar legarea în paralel implementează funcția logică SAU. Reprezentarea simbolică a 
unui ventil se face prin reprezentarea a două zone, cea corespunzătoare stării neacționat (de 
regulă în stânga) şi cea corespunzătoarea stării acționat în dreapta. Reprezentarea simbolică a 
principalelor elemente pneumatice utilizate în 
implementarea schemelor logice este 
prezentată în tabelul 4. 

Spre exemplificare schema logică care 
realizează funcția : (a+b).:c poate fi 


implementată cu elemente pneumatice ca în 
figura 11.2 
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11.2.2.3 Implementarea cu elemente hidraulice 


Din punct de vedere principial sunt identice cu cele pneumatice cu deosebirea că 
agentul purtător de informaţie este în acest caz un lichid. Deşi au viteze mai mari de acţionare 
prezintă dezavantajele legate de condiționarea lichidului care constituie agentul informaţional 
la fel ca în cazul elementelor de execuție cu acţionare hidraulică. Dacă din punct de vedere al 
simbolurilor utilizate în scheme ele sunt practic identice cu cele pneumatice (vezi tabelul 4), 
din punct de vedere al realizării practice, elementele hidraulice se realizeză cu mai multe căi, 
realizând în acest fel o multiplicare avantajoasă a contactelor. 


Tabel nr. 4 


Simbol Semnificație 


1 Actționarea releelor hidraulic 
Ei hidraulice 


mecanic 
HHW 
3 H electric 


4 k- pneumatic 


Releu hidraulic cu dublă acțiune comandat hidraulic cu o 
5 — - cale n.d. şi o cale ni. 


Releu hidraulic cu simplă acţiune (comandă mecanică, 
6 revenire mecanică) cu două căi n.d. şi două căi ni. 


Sertar de distribuție (distribuitor) hidraulic, cu acţiune 
7 electrică şi revenire mecanică 


Supapă de izolare 
8 Q 


11.2.2.4. Implementare cu elemente electronice de comutatie 


Se realizează ca porți logice {I-NU (NAND), SAU-NU (NOR) sau porți inversoare 
(NU) montate singure sau mai multe pe un circuit integrat, alimentate la 24V sau SVe.c. 
(compatibile TTL). Au o viteză foarte mare de lucru, sunt foarte puțin voluminoase, dar pot 
comanda puteri foarte mici. 

Principalele simboluri utilizate în schemele logice pentru implementarea cu elemente 
electronice de comutație sunt cele prezentate în tabelul 5. 
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Tabel nr. 5 

Nr. | Simbol Semnificație 

Crt. 

l Do Poarta NU 

2 T Poarta ŞI 

3 Poarta ŞI-NU (NAND) 

4 ] Poarta SAU 

5 Poarta SAU-NU (NOR) 


11.3. Clasificarea schemelor logice 


11.3.1. Scheme logice combinaţionale 


Un automat finit descris cu ajutorul axiomelor enunțate anterior poate fi reprezentat 


cu ajutorul unei structuri informaţionale ca cea prezentată în figura 11.3. 


Fig. 11.3 


Dacă descrierea automatului poate fi făcută numai pe baza legăturilor Y=f(u), 


ceea ce înseamnă: 


Yi = fiU, Uz, Up) 


Yn = fa (Uau) 
atunci avem de a face cu o schemă logică combinațională (SLC) cu m intrări şi n ieşiri. 


(11.5) 
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În cazul schemelor logice combinaţionale starea nu influenţează ieşirea (funcţiile q şi 
y din figura 11.3 nu au importanţă). Analiza acestor scheme se realizează pe baza tabelelor de 
adevăr. 

Sinteza urmăreşte obținerea şi implementarea fizică a unei scheme, când pe baza 
datelor inițiale care descriu funcționarea, se poate întocmi tabela de adevăr iar pe baza 
acesteia se realizează schema logică. 

Numărul de elemente care realizează schema logică este asociat formei în care sunt 
scrise funcţiile ce definesc ieşirile şi de aceea, un aspect important legat de economia de 
componente, este obținerea unor forme minimale pentru aceste funcții. 

Pentru funcționarea corectă a unei scheme logice combinaționale o are transmiterea 
corectă a informației de la intrări spre ieşiri rezultând necesitatea limitării timpului de 
transmisie, deci cât mai puţine etaje. 

Scheme tipice  combinaţionale sunt implementate de către codificatoare, 
decodificatoare, multiplexoare, demultiplexoare, etc.. 


11.3.2. Noţiunea de schemă secvențială 


În cadrul descrierii schemelor secvențiale este necesară introducerea conceptului de 
stare internă; aceasta este modificată de către intrări şi determină (împreună cu intrările) 
valoarea ieşirilor. Pentru aceste scheme se pot defini: 

- un setal mărimilor de intrare U={u1,U2,..., Um} 
- un setal variabilelor de stare X={x1,X2,. . Xn} 
- un setal variabilelor de ieşire Y={y1,y2,. ..,Y3} 

Cele p variabile de stare determină la un moment dat tr starea internă a circuitului Sy. 
Mulțimea stărilor interne S={S4,St2,...,Stk} este finită, de aceea vom adopta S={S1,S2,.. Sk}, 
astfel încât variabila timp este aparent eliminată, din moment ce, pe mulțimea ordonată a 
valorilor timpului T, circuitul secvențial se poate afla oricând într-o stare internă su; variabila 
timp intervine însă în tranziţia circuitului de la starea curentă si într-o altă stare sx cu kzi. 

Atunci când la un timp tie T setul mărimilor de intrare se modifică, circuitul 
secvențial trece într-o stare nouă (aparținând setului finit S), şi tranziția se consideră încheiată 
complet la timpul tr+At (unde At este unitatea de măsură pentru schemele logice secvențiale 
sincrone) sau ti; eZ?, când toate variabilele de stare au valoarea corespunzătoare noii stări. 
Această tranziţie determină modificarea setului ieşirilor conform legii de comandă sau reglare 
pentru care circuitul a fost proiectat. 

Celor trei seturi de mărimi U,X,Y li se asociază funcțiile ọ şi m cu proprietățile 
definite anterior: 

a) funcţia tranzițiilor ọ, care descrie relația variabilele de intrare şi de stare la 
momentul t şi variabilele de stare la momentul t+1 : 
Xa = p0U,X,) (11.6) 


Această funcție presupune existența unor reacţii ieşire-intrare, reacții pe care apar elemente 
de memorie (cu întârzieri At). 
b) Funcţia ieşirilor n care reprezintă relația dintre variabilele de stare şi de 
intrare la momentul t şi variabilele de ieşire la momentul t. 
Y, =71X,U,) (1.7) 
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In acest fel orice schemă logică secvenţială poate fi descompusă în două structuri ca 
în figura 11.4 


Secţiune 
combinațională 


Secţiune de 
memorare 


Fig. 11.4 


În această structură, secțiunea combinațională realizează funcţia ieşirilor m iar 
structura de memorare realizează funcţia tranzițiilor ș. 

Ținând seama de această structură automatele secvențiale se pot clasifica: 

a) După modul de realizare a tranzițiilor dintr-o stare în alta automatele secvențiale 
pot fi asincrone şi sincrone; 

b) După modul de construcţie a secţiunii de memorare acestea pot fi realizate cu linii 
de întârziere sau cu automate elementare; 

c) După natura semnalelor aplicate la intrarea automatului pot fi automate cu intrări 
electrice, mecanice, hidraulice; 

d) După natura semnalelor de ieşire din automatul secvențial pot fi automate cu ieşiri 
electrice, mecanice, hidraulice. 


11.3.2.1. Scheme secvențiale asincrone 


Schemele secvențiale asincrone sunt acele scheme secvențiale la care tranziția 
variabilelor de stare dintr-o stare în alta (corespunzătoare noii stări a automatului) se 
realizează la momente arbitrare de timp. Pentru a simplifica în vederea analizei aceste 
scheme, se va considera că în secțiunea combinațională fiecare element logic răspunde 
instantaneu la semnalul de intrare aplicat (funcţionare ideală) în timp ce întârzierile reale At 
se atribuie reacțiilor schemei (această întârziere concentrează întârzierile ce au loc pe mai 
multe elemente fizice aflate pe calea de transmitere a semnalului). Această situație 
corespunde implementării schemei cu elemente simple (NAND,NOR) fiind reprezentată în 
figura 11.5. 

Întârzierile astfel transmise sunt mai mici decât în cazul automatelor sincrone. Pentru 
variabilele de stare s-au folosit în acest caz următoarele notații: 

- Xe, k=1,2,...,p pentru funcțiile de excitație (intrările în porțile NAND, 
NOR); 
- Xx, k>1,2,...„p pentru variabilele secundare ale circuitului secvențial 
(mărimile de ieşire din liniile de întârziere). 
Interconectarea porților logice care primesc la intrare mărimile de intrare u şi mărimile 
intermediare (de stare x permit obținerea excitațiilor X(t). Dacă intrările se modifică, se 
modifică excitațiile Xy(t) iar după un timp necesar transmiterii excitației prin căile curente se 
modifică starea internă (Sx trece în Su). Sfârşitul acestei comutări de stare este definit de 


262 
TEORIA SISTEMELOR ŞI REGLAJ AUTOMAT 


setul de relații x(t+At)=X;(t), k=1,2,...„p şi în felul acesta se pot obţine în continuare ieșirile 
Yk, k=1,2,. seo A 


U, Yı 
Logică 
combinațională 


Întârziere 


NAND NOR 


DRE 


Întârziere 
NAND NOR 


ZE ari 


Întârziere 
NAND NOR 


Fig. 11.5 


În toate schemele secvențiale asincrone se va considera că o comutare dintr-o stare în 
alta este determinată de modificarea unei singure variabile de la intrare, ceea ce înseamnă că 
frecvența de modificare a intrărilor este mai mică decât frecvenţa a cărei perioadă este At; 
această condiţie este necesară pentru eliminarea tranziţiilor de stare incorecte. 

O a doua clasă de circuite secvențiale asincrone utilizează pentru realizarea funcțiilor 
de memorare automate elementare. Un astfel de automat tipic pentru realizarea secțiunii de 
memorare este bistabilul RS. Schema unui astfel de automat elementar este prezentată în 
figura 11.6.a), simbolul prin care se reprezintă grafic în figura 11.6.b, iar tabele de adevăr 
este reprezentată în tabelul 6 


Tabel nr. 6 
S R Q: Qi 
0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
1 0 1 1 
a) b) TETEN. 
1 1 1 % 
Fig. 11.6 
Relaţia care descrie funcționarea acestui bistabil este: 
Qni =S, +R,Q, (11.8) 


Stările notate cu * din tabelul 6 sunt stări incerte şi de aceea trebuie luate măsuri ca să 
nu poată apărea simultan pe cele două intrări valoarea 1. 

În cazul general comutarea este asincronă deoarece ea este determinată de 
modificarea intrărilor S şi R ce poate surveni la momente aleatoare de timp. Se remarcă faptul 
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că la bistabilii RS este asigurată memorarea stării curente, bascularea (trecerea dintr-o stare în 
alta, făcându-se asincron, fiecare bistabil comutând la momente proprii (cu întârzieri proprii). 

Datorită timpilor proprii de comutare diferiți, chiar dacă intrările ar fi sincronizate (s- 
ar modifica numai la anumite valori de timp) deci chiar dacă excitaţiile R şi S a bistabililor s- 
ar modifica în acelaşi timp, bascularea diferiților bistabili ar fi asincronă. O schemă 
secvenţială asincronă care are secțiunea de memorare realizată cu automate elementare este 
prezentată în figura 11.7. 


Lin Yı 
Secţiune 
combinațională 


Sk t 
a] 


excitatii 


Fig. 11.7 


Schemele secvențiale asincrone sunt susceptibile de tranziții incorecte pentru 
eliminarea cărora trebuie luate măsuri speciale una dintre cele mai importante fiind aceea ca 
frecvenţa de modificare a intrărilor să fie mai mică decât frecvenţa corespunzătoare întârzierii 
(timpului de transmitere a excitaţiilor plus timpul de basculare) maxime. 

Un tip special de scheme secvențiale sincrone îl constituie schemele cu intrări în 
impuls (automate de tip Mealy sau automate de tip Moore) al cărei mod de tratare este identic 
cu al tuturor schemelor secvențiale asincrone dacă sunt respectate următoarele condiţii: 

- modificarea în impuls la un moment oarecare t a cel mult o intrare; 

- durata impulsului de intrare compatibilă cu elementele logice ale automatului 

- frecvenţa apariției impulsurilor de intrare mai mică decât frecvenţa de comutare 

globală a automatului secvențial. 


11.3.2.2. Scheme secvențiale sincrone 


În cazul schemelor secvențiale sincrone modificarea variabilelor de stare se realizează 
sincron, utilizându-se în acest scop un impuls de tact; noua stare este memorată şi păstrată 
neschimbată până la apariția unui nou impuls de tact. În acest fel elementele secțiunii de 
memorare introduc toate întârzieri egale 

Secțiunea de memorare a automatelor secvențiale sincrone este realizată cu automate 
elementare sincrone de tipul bistabililor RST, JK, T sau D. 
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Un automat elementare de tip RST are schema prezentată în figura 11.8.a, se 
reprezintă grafic prin intermediul simbolului din figura 11.8.b, iar tabele de adevăr este 
identică cu cea din tabelul 6 cu mențiunea că tranziția în starea următoare se realizează numai 


în prezența impulsului de tact T. 


b) 


Fig 11.8 


Un automat elementar de tip JK master-slave este realizat din două automate 
elementare de tip RST interconectate ca în figura 11.9.a, dintre care primul este în regim de 
comandă (master) iar celălalt subordonat primului (slave), fiind reprezentate în scheme prin 
intermediul simbolului din figura 11.9.b. 


J 


a) 

Tabel nr. 7 
S R Q. | Qui 
0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
1 0 0 1 
1 0 1 1 
1 1 0 F 
1 1 1 ui 


ME: 

T` 

ie 
b) 


Fig. 11.9 


Tabela de adevăr este cea din tabelul 6 şi după cum 
se poate observa diferă de cea a automatului RS prin 
eliminarea stărilor incerte. 

Funcția de ieşire a acestor automate este dată de 
ecuația: 


Qni = IQ, + K.Q, (11.9) 


Un automat e tip T se poate realiza dintr-un automat de tip JK aşa cum se poate vedea 
în figura 11.10.a, iar simbolizarea grafică se realizează ca în figura 11.10.b. Un astfel de 
automat realizează o funcție de forma: 


Qa =Q, (11.10) 
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adică la fiecare tact este complementată ieşirea. 


J 
Q r l 7 ij Q D Q 
i OO Ọ y Lo i 13 
a) b) a) 


b) 
Fig. 11.10 Fig. 11.11 


Un automat elementar de tip D se poate realiza dintr-un automat de tip JK prin 
aplicarea negată a intrării J la intrarea K aşa cum este prezentat în figura 11.11.a. iar 
simbolizarea grafică este cea din figura 11.11.b. In prezenţa semnalului de tact un astfel de 
automat realizează funcția: 

Qa =D, (11.11) 


Automatele de tip RST comută pe frontul crescător al impulsului de tact iar cele de tip 
JK şi T pe frontul descrescător al impulsului de tact. Se impun câteva condiții în ceea ce 
priveşte impulsul de tact: 

- durata impulsului trebuie să fie compatibilă cu elementele schemei, adică 
trebuie să fie suficient de mare pentru ca impulsul să poată fi sesizat cu 
siguranță de către elementele din compunerea schemei; 

- frecvența trebuie să fie de cel puțin două ori mai mare decât frecvența de 
modificare a intrărilor (pentru a nu exista riscul pierderii de informație); 

- raportul impuls/pauză trebuie limitat superior pentru a preveni apariția a 
mai mult de o comutare în circuitul combinaţional. 


Există posibilitatea utilizării unor circuite de multiplexare sau de decodificare în 
realizarea secțiunii de memorare, ceea ce determină a simplificare a schemelor logice. 
Utilizarea unui circuit de multiplexare determină o simplificare a circuitului de legătură între 
variabilele de intrare şi bistabilele de stare, iar un circuit de decodificare determină o 
simplificare a legăturilor dintre bistabilele de stare şi ieşiri. 
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11.4. Metode de proiectare a schemelor logice 
11.4.1. Sinteza schemelor logice combinaţionale 


11.4.1.1. Etape şi operaţii logice utilizate 


Sinteza va avea ca scop implementarea schemei logice cu elemente fizice, scheme 
care să satisfacă condiţiile de funcționare impuse prin tema de proiectare. 

Etapele care trebuie parcurse pentru proiectarea şi realizarea schemelor logice 
combinaţionale sunt: 

1. Descrierea foarte precisă a modului de funcționare a instalaţiei ce urmează a fi 

realizată; se vor folosi în acest scop scheme, desene, text, etc.. 

2. Descrierea formală a funcționării prin tabelă (tabele) de adevăr. 

3. Deducerea unor funcţii logice asociate tuturor ieşirilor şi tuturor elementelor 
auxiliare care să asigure funcționarea instalaţiei conform cerințelor impuse şi 
minimizarea acestor funcţii. 

4. Implementarea funcțiilor deduse cu elementele fizice cele mai potrivite. 

Completarea schemei cu elemente auxiliare de tipul surselor, amplificatoarelor, 
elemente pentru îndepărtarea hazardului, etc.. 

Etapa cea mai dificilă, cu o importanță deosebită în asigurarea unei funcționări 
corecte în condiţiile unui preț minim este etapa 3, de ea depinzând în final calitatea 
automatului realizat. Operația de minimizare aplicată asupra funcțiilor logice de ieşire sau 
auxiliare în această etapă, urmăreşte: 

- reducerea numărului de elemente fizice ce intervin în implementarea schemei 

logice; 

- reducerea numărului de variabile ce intervin în realizarea funcției; 

- folosirea unei părți comune în realizarea schemelor logice descrise de un sistem de 
funcţii. 

Operația de minimizarea este asociată termenului de implicant prim. 

Un implicant prim al unei funcții y(u1,u2,...,Um) este o conjuncţie de tipul uķ1Uk2...Uķı CU 
mèl din care se nu mai poate scoate un termen de forma u;, fără a determina ca, conjuncția 
variabilelor rămase să nu mai fie cuprinsă în funcţia y. 

Se poate demonstra că forma minimală a unei funcții se obține ca disjuncție de 
implicanți primi. Determinarea implicanţilor primi se realizează prin operații logice de 
absorbție, alipire, reducere. Ecuațiile care definesc aceste operaţii sunt: 


(02) 


X txxx =x A+ x)= x 


- absorbție: 
x(x +x) =x Xa =X 
La XxxX, XX =x (x, +X) =x 
- alipire: = 
(a +x x +x) x +0 = x, 
- reducere: 


X + =x; xt El; x +l=l x +0=x; 1+1=1; 1+0=1; 0+0=0 
XX = an0; xlsx; X0=0; 1-1=1; 1:0=0; 0-0=0 
Forma de exprimare a unei funcții în care se execută toate aceste operații se numește 
disjuncție completă. 
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Aşa cum se observă operaţiile logice de reducere, absorbție şi alipire au fost definite 
pentru exprimarea funcţiilor logice în forma canonică disjunctivă; pentru minimizarea 
funcţiilor logice exprimate în forma canonică conjunctivă se calculează negata acesteia (care 
va fi exprimată în forma canonică disjunctivă), se minimizează negata cu ajutorul operațiilor 
prezentate şi în final se neagă funcția minimizată obținându-se din nou o funcție în forma 
canonică conjunctivă. 

Schemele combinaţionale pot avea una, două sau mai multe ieşiri, metodele de 
proiectare fiind specifice fiecărui caz. 


11.4.1.2. Sinteza schemelor combinaţionale cu o singură ieşire 


a)Utilizarea diagramelor Karnaugh 


În cazul minimizării schemelor combinaţionale cu o singură ieşire una dintre cele mai 
utilizate metode de minimizare este utilizarea diagramelor Karnaugh. 

Fiecărei funcţii logice depinzând de m variabile i se poate asocia o diagramă 
Karnaugh care este un tabel cu 2! linii şi 25 coloane, unde l+s=m. 

Fiecare linie corespunde unei conjuncții de valori posibile a 1 variabile de intrare, iar 
frecare coloană corespunde unei conjuncţii de valori posibile a celorlalte s variabile. În afara 
tabelei se trasează pornind din colțul din stânga sus o linie oblică; deasupra acesteia se trece 
conjuncţia variabilelor corespunzătoare coloanelor, iar dedesubt conjuncția variabilelor 
corespunzătoare liniilor. 

Combinaţiile de valori ale variabilelor corespunzătoare fiecărei coloane se aleg în aşa 
fel încât trecerea de la o coloană la coloana alăturată să se realizeze prin modificarea valorii 
unei singure variabile (se consideră alăturate şi prima cu ultima coloană); se trece în dreptul 
fiecărei coloane combinația valorilor variabilelor de intrare în ordinea specificată deasupra 
liniei oblice ca şi conjuncţii de zero şi unu. 

Combinaţiile de valori ale variabilelor corespunzătoare fiecărei linii se alege în aşa fel 
încât trecerea de la o linie la linia alăturată să se realizeze prin modificarea valorii unei 
singure variabile (se consideră alăturate şi prima cu ultima linie); se trece în dreptul fiecărei 
linii combinaţia valorilor variabilelor de intrare în ordinea specificată dedesubtul liniei oblice 
ca şi conjuncții de zero şi unu. 

Se consideră că fiecare celulă a tabelei corespunde unui minitermen în care variabilele 
de intrare apar sub formă directă acolo unde în poziția corespunzătoare ei din coloana sau 
linia respectivă apare valoarea 1 şi sub formă negată acolo unde în poziţia corespunzătoare ei 
din coloana sau linia respectivă apare valoarea 0. 

Se trece valoarea 1 în fiecare celulă a tabelei care corespunde unui minitermen din 
expresia formei canonice disjunctive a funcţiei, restul celulelor fiind completate cu zerouri. 

Pentru minimizare se fac inele cu dimensiunea 2Fx2" (k,r=0,1,...) care să conţină 
numai valori de 1 alăturate din tabelă, încercându-se obţinerea unor inele de dimensiuni cât 
mai mari; este necesar ca toate celulele cu valori 1 să fie cuprinse cel puţin odată într-un inel. 
Fiecare inel va corespunde unui implicant prim care înlocuieşte toţi minitermenii 
corespunzători valorilor 1 cuprinse în inelul respectiv; minitermenul corespunzător fiecărui 
inel se obţine din conjuncția variabilelor care nu-şi schimbă valoarea în interiorul inelului 
respectiv, sub forma directă sau negată aşa cum apar în coloanele şi liniile cuprinse în inel (se 
elimină variabilele care-şi schimbă valoarea în interiorul inelului respectiv). 

Forma minimizată a funcției va fi obținută prin disjuncția tuturor implicanţilor primi 
astfel obținuți. 
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De exemplu pentru funcția de ieşire y a cărei tabelă de adevăr este prezentată în 
tabelul 8 se construieşte diagrama Karnaugh prezentată în tabelul 9. 

Se pot trasa trei inele aşa ca în tabel; fiecărui inel îi corespunde un implicant prim care 
se obţine prin eliminarea variabilei ce-şi schimbă valoarea în interiorul inelului, astfel: 

- din inelul I este eliminată variabila x3, rămânând implicantul prim de forma: x, x, 

- din inelul II este eliminată variabila xi, rămânând implicantul prim de forma: x,x, 


- din inelul III este eliminată variabila x3, rămânând implicantul prim de forma: xx, 
Forma minimizată a funcției rezultă ca disjuncție a minitermenilor obținuți, adică: 
PX +X,X; Fa 


Tabel nr. 8 
XI |X | X3 y Tabel nr. 9 Ă 
0 0 0 0 In cazul în care numărul de 
X1X2 ES è 
0 | 0 1 0 variabile de intrare este prea 
X3 00 101 |11 |10 f Ea 
0 1 0 1 mare (mai mult de 6 variabile 
0| 1 1 1 0 o Mmo [I de intrare) utilizarea diagramei 
1 0 0 1 1 0 1 Karnaugh pentru minimizarea 
1 0 1 1 funcției devine greoaie şi în 
1 1 0 0 acest caz se recomandă utilizarea 
I II m l bonis sie e 

1 1 1 1 altor algoritmi de minimizare a 


funcțiilor combinaționale, unul dintre acestea fiind Algoritmul 
Quine-Mc Cluskey 


b) Sinteza schemelor logice combinaţionale cu un număr mare de intrări (algoritmul 
Quine-Mc Cluskey) 


Algoritmul Quine-Mc Cluskey utilizat pentru minimizarea funcțiilor combinaţionale 

cu un număr mare de intrări se realizează în următoarele etape: 

l. Se reprezintă minimitermenii funcției sub formă binară şi se atribuie 
minitermenului valoarea numărului zecimal pe care îl reprezintă; 

2. Se repartizează minitermenii pe grupe funcție de numărul de zerouri pe care le 
conține minitermenul, în fiecare grupă ordinea minitermenilor este cea zecimală 
crescătoare şi se trec într-un tabel; 

3. Se alipesc doi minitermeni din grupe vecine cu condiţia ca ei să difere printr-o 
singură variabilă, variabilă ce se înlocuieşte în expresia binară cu semnul “-“; 

4. Se formează o nouă repartiție cu toţi cu toți termenii astfel obținuți şi cu termenii 
care nu au participat la nici o alipire şi se reia procedeul cu aceiaşi regulă pentru 
semnul “-**; 

5. Se continuă procedeul până când nu se mai poate face nici o alipire; termenii 
rămaşi constituie implicanții primi. 

Pentru exemplificarea acestui algoritm vom considera funcția logică: 

Y = UUUU Ug F UUUUq Us HUU, UU U, +U UU U Us, + UUUUqUg FU U,U UU; + 


+U UU, UU; +U U Uz UgUs +U U, UzUgUs +U U,UzUgUs +U UU UU; +U U,UzUgUs 
1. Reprezentând sub formă binară primul termen se obține 00000 a cărei valoare 
zecimală este 0, cel de-al doilea termen 00001 a cărei valoare zecimală este 1, ş.a.m.d. astfel 
încât în final funcția de ieşire se poate scrie: 
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y=0+14+2+4+3+5+94+12+11+19+25+15 
2. Repartizându-i sub formă tabelară pe grupe funcție de numărul de zerouri conținute 
de fiecare minitermen se obține: 


III 


z 


=|=]|==|>S9]| < 


Sļfjololololo|= 
»lol-lolololz 


3. Alipirile posibile între termeni sunt: 
grupele I-II  minitermenii: 0-1, 0-2, 0-4 
grupele II-III minitermenii: 1-3, 1-5, 1-9,4-5,4-12 
grupele III-IV minitermenii: 3-11, 3-19, 9-11, 9-25, 
grupele IV-V minitermenii: 11-15 
Toţi mimitermenii au fost cuprinşi cel puţin odată într-o alipire. 
4. Pe baza alipirilor realizate se construieşte tabelul: 


Se pot face noi alipiri astfel: 
grupele I-II  minitermenii: a-g, b-d, c-e 
grupele II-III minitermenii: d-k, f-i, 
Termenii h,j | şi m nu au fost cuprinși în nici o alipire. Se reconstruieşte tabelul: 


Primul şi al treilea termen din grupa I sunt identici şi de asemenea primul şi al doilea termen 
din grup II. Funcţia minimizată rezultă din disjuncţia termenilor din tabel sub forma: 
Y =UU,U, +U U,U, +U U, U,U;, +U UU, + UUU aug + UUgUqUg + UUUquş 
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11.4.1.3. Minimizarea sistemelor combinaţionale cu mai multe ieşiri 


I. Pentru implementarea cu elemente unidirecționale se poate face sinteza separată 
pentru fiecare ieşire în parte ca la schemele cu o singură ieşire. Se caută elementele comune 
care sunt implementate o singură dată. 

Ca exemplu, pentru funţiile de ieşire: 

Yı =U U,U, +U U,U, FU UU3 Y, =U U, U, +U UU, +U UU, 


se construiesc diagramele 
pentru yı pentru y2 


se obțin expresiile minimizate ale 
ieşirilor: 


După cum se observă termenul upu; este parte comună. Pentru elementele 
unidirecționale această parte comună se poate utiliza o singură dată fără nici un fel de 
probleme; astfel pentru o implementare cu relee alimentate în curent continuu montarea unor 
diode transformă schema în schemă unidirecțională ca în figura 11.13 


Pentru elemente bidirecționale însă (relee alimentate în 


Hi u2 ui curent alternativ de exemplu), utilizarea ca atare a schemei 
ar produce semnale false şi deci funcționare eronată; astfel 
u3 u3 u2 atunci când termenul uju; devine 1 logic este activată şi 


ieşirea y2, deşi în în tabela ei de adevăr acest termen nu 
apare . Pentru a evita funcționarea incorectă şi pentru a 
folosi totuşi părți comune, pentru schemele combinațiomale 
cu două ieşiri se utilizează scrierea stea sau scrierea 
triunghi. 


yı 


Fig. 11.13 
a) Scrierea stea 


Se consideră în acest caz cele două ieşiri sub forma unui sistem: 
Xi = ViVi 
| (11.13) 


Va i 
unde vız reprezintă partea comună. 

Pentru determinarea părții vi» se procedează astfel: se trec într-o diagrama Karnaugh 
valori de 1 în locaţiile pentru care y;+y2=1; restul locaţiilor se consideră 0. Se face 
minimizarea obținându-se valoarea v12. 

Pentru determinarea valorii vı se procedează astfel: se trec într-o diagrama Karnaugh 
valori de 1 în locaţiile pentru care yı este 1, restul locaţiilor fiind indiferente; se face 
minimizarea, inelele putând cuprinde şi locaţii indiferente dar în număr cât mai mic. 

Pentru v2 se procedează în mod similar considerându-se valorile ieșirii y2. 

Cu regulile prezentate pentru exemplul considerat se obțin următoarele diagrame: 
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Pentru vp: pentru v2 


Se obțin următoarele expresii pentru v12, V1, V2: 
Vio ZU U, +U,U, tu 
V =u, 
Va =U; 
Pentru forma stea ieşirile se vor putea scrie deci: 
p = (UU, +U,U, + UU, ) uz 
Y = (Uu, +U,U, +U,U,) U, 


b) Scrierea triunghi 


Se consideră în acest caz cele două ieşiri sub forma sistemului: 
i =A, +A Ap 
y: = Ap +A, Ap 
unde A.» reprezintă partea comună. 

Pentru determinarea valorii A, se procedează astfel: se trec într-o diagrama Karnaugh 
valori de 1 în locaţiile pentru care yı este 1, locațiile pentru care y;y2=1 sunt considerate 
indiferente, iar restul locaţiilor se consideră 0; se face minimizarea, inelele putând cuprinde şi 
locaţii indiferente. 

Pentru A» se procedează în mod similar considerându-se valorile ieșirii y2. 

Pentru determinarea părții Ai se procedează astfel: în cazul în care toate stările 
yıy2=1 au fost cuprinse în termenii Aj, A2 se va considera Anp=l pentru y;y2=1; în cazul în 
care în expresiile A, şi A» nu au fost prinse toate locațiile pentru care y;y2=1 se va considera 
A12=1 pentru toate locaţiile pentru care y;y2=1 nu au fost cuprinse în A; şi A2, locațiile pentru 
care y;ıy2=1 cuprinse în A, şi A2 se consideră indiferente, celelalte locații fiind 0. 

Cu regulile prezentate pentru exemplul considerat se obțin următoarele diagrame: 

Pentru Aj Pentru ^2 Pentru Ap 


(11.14) 


Din diagrame se obţin următoarele expresii pentru A, A2, A12: 


A, =u uz 
A, =uu, 
A = Uou3 


Pentru forma triunghi ieşirile se vor putea scrie deci: 
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Yı SU Uz +U, "Uu 


Yı = U U, tU UU 


Minimizarea schemelor combinaționale cu mai mult de două ieşiri 
(metoda matricială) 


În caz că numărul de ieşiri ale schemei logice combinaţionale ce trebuie proiectată 
este mai mare de trei se aplică metoda matricii implicanţilor primi. În cadrul acestei metode 
se urmăreşte determinarea implicanților primi ai funcțiilor de ieşire precum şi implicanții 
primi ai tuturor conjuncțiilor posibile ale funcțiilor de ieşire. 

Pentru această metodă este necesar să definim noţiune de minitermen fundamental şi 
implicant prim esențial. 

Dacă se consideră un sistem de funcții şi setul corespunzător de implicanţi primi, iar 
unul dim minitermenii unei funcții yj este acoperit doar de un singur implicant prim al 
funcției yj sau al cărei conjuncţii formate cu celelalte funcții ale sistemului, în care apare yj, 
minitermenul respectiv se numeşte minitermen fundamental iar implicantul prim care îl 
acoperă se numeşte implicant prim esențial. 

Algoritmul metodei matriciale este următorul: 

a) Se construieşte o matrice în care coloanele sunt minitermenii funcțiilor de ieşire 
(codificaţi zecimal), iar liniile sunt implicanții primi ai ieşirilor şi ai conjuncțiilor 
acestora; se marchează cu semnul x acoperirile minitermenilor de către implicanţii 
primi. 

b) Se caută implicanții primi esenţiali 

c) Se  reconstruieşte matricea eliminându-se 


implicanţii primi  esențiali şi coloanele acoperite 
de aceştia. 

d) Se exclude o linie k dacă există o linie j egală cu k sau 
care o domină pe k; se consideră că o linie j domină o 
linie k dacă linia j are semnul x în toate coloanele 


în care linia k are semnul x şi în plus linia j mai are semnul x şi în alte coloane, în 
care k nu are semn. 
e) Se continuă procedeul până când toţi minitermenii au fost acoperiţi. 
Pentru exemplificare vom considera următorul exemplu: să se minimizeze schema logică a 
cărei funcții de ieşire au expresiile: 
Yı UUUUq +U UU, U, +U UUU, +U UUU, +U UUU +U UUU, 


Y, =U U,U,U, +U UUU, FU U,U, U, +U UUU, +U U,U,Ug, HUU, UU, HUUU Ug 
Y; =U U,U,U, +U UUgUg +U U, U, Ug, HUUU, Ug 
a) Pentru determinarea implicanților primi şi ai codificării zecimale a minitermenilor 


vom construi diagramele Karnaugh pentru fiecare funcție în parte precum şi pentru 
conjuncțiile posibile ale acestora. Se obțin pentru functiile de ieşire diagramele: 
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Pentru conjucțiile funcțiilor de ieşire se obțin diagramele: 


Pentru y1y2 Pentru y1y3 Pentru y2y3 


Pentru conjuncția y1y2y3 se obține aceeaşi formă ca şi pentru y.y3. 
Ținând cont de codificarea zecimală a minitermenilor rezultă expresiile funcțiilor minimizate: 
y, = (1,5,13,9) + (1,5,3,7) 
Y2 = (4,5) + (5,13) + (9,1 19) + (2,10) 
Y3 F (6,14) + (9,1 19) 
Yı Ya = (5,13) + (9,13) 


yı: y; = (9) 
Y2 V; = (9,11) 
Yi Y2 Y3 = (9) 


unde fiecare paranteză corespunde câte unui inel din diagramă, minitermenii fiind 
reprezentați prin codul zecimal. 


Se întocmeşte matricea: 


A(1,5,9,13)| x 
B (1,5,3,7) 


Se încercuiesc minitermenii fundamentali ; se consideră minitermeni fundamentali 
minitermenii în coloana cărora apare un singur x. 


Se consideră implicanții primi care îi acoperă şi se încadrează minitermenii acoperiți 
suplimentar de aceştia. 
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b) Se rețin implicanţii primi esențiali; aceştia vor fi: 


pentru ya: (1,5,3,7) 
ya: (4,3);:(2,10) 
y3: (6,14) 
c) Se reconstruieşte matricea eliminând liniile implicanţilor primi esențiali şi 
coloanele acoperite de aceştia. Se elimină liniile BCFG, matricea redusă căpătând forma: 


d) Se caută acoperirile plecând de la liniile complexe J şi L; se obțin acoperirile: 


linia J acoperă linia A 
linia J acoperă linia D 
linia J acoperă linia I 

linia L acoperă linia E 
linia L acoperă linia H 
linia M acoperă linia K 


Ținând cont că implicantul prim (9) este cuprins atât în linia J cât şi în linia L, rezultă 
implicanții primi: 

yr: (9.13) 

yx: (9,11)+(9,13) 

ys: 09,11) 


Ținând cont şi de implicanții primi deduşi anterior rezultă: 

y, = (1,3,5,7) + (9,13) =u u, ru usua 

Yy, = (4,5) + (2,10) + (9,13) + (9,11) = unu +U,U,U} +U Uzu} FU UU, 
y, =(6.14)+ (9,11) =u, ,u;U, +U U,U4 


Minimizarea funcțiilor incomplet definite 


Există situații când anumite combinații de intrări din tabela de adevăr nu se pot realiza 
fizic; valoarea funcției logice corespunzătoare acestor combinații se consideră indiferentă. 
Pentru minimizarea acestor funcții se utilizează diagrama Karnaugh în care pentru 
combinațiile de intrare corespunzătoare valorilor indiferente ale funcției se introduce câte un 
x. Pentru minimizare se fac inele (la fel ca pentru diagramele Karnaugh obişnuite) care pot să 
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cuprindă şi locaţii notate cu x dar nu se pot realiza inele numai din locații care cuprind x-uri. 
Se extrag implicanţii primi din fiecare locaţie şi se realizează disjuncția lor, disjuncţie ce va 
constitui forma minimizată a funcției de ieşire. 

Pentru exemplificare vom considera cazul unui funcţiei logice care permite 
deplasarea unui ascensor de marfă prevăzut cu trei limitatoare (a,b,c) pentru măsurarea 
greutăţii ca în figura 14. Închiderea limitatorului a sesizează că liftul nu mai este gol, 
închiderea limitatorului b sesizează faptul că sarcina liftului a depăşit limita minimă 
economică (să spunem 100 kg) iar limitatorul c sesizează faptul că sarcina a depăşit limita de 
siguranță (să zicem 1000 Kg). Liftul poate să se deplaseze când este gol (atunci când este 
chemat de la alte etaje) sau când sarcina se află peste limita economică şi sub limita de 
siguranță. 


Tabel nr. 10 


[S] 
O 


b 
0 0 0 1 
0 0 1 X 
0 1 0 x 
0 1 1 X 
1 0 0 0 
1 0 1 X 
1 1 0 1 
1 1 1 0 
a b c 
Fig. 14 


Pentru funcția de ieşire se obține tabela de adevăr prezentată în tabelul 10. 
Aplicând regulile de minimizare enunțate se obține(următoarea diagramă Karnaugh: 


Rezultă următoarea expresie pentru funcția de ieşire minimizată 
y=a+bc 
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11.4.2. Sinteza schemelor secvențiale asincrone cu linii de întârziere 


La aceste scheme funcția de memorare a stării anterioare este realizată prin linii de 
întârziere cu elemente NAND sau NOR 
O astfel de schemă prezintă un număr finit de stări S; (1=1...r) determinate de o 
combinaţie de p variabile de stare xj; Fiecare variabilă de stare este legată printr-o funcție de 
tranziție de o variabilă de excitație Xj, determinată la rândul ei combinațional de variabilele 
de intrare şi de variabilele de stare, astfel încât 
x (+ AD = XD) (11.15) 


Tranziţiile pentru fiecare linie j (corespunzătoare variabile xj) se realiza asincron, At 
fiind determinat de lungimea liniei de întârziere pentru fiecare variabilă de stare. Tranziţia 
schemei dintr-o stare S; într-o altă stare Sg se consideră încheiată când s-au modificat toate 
cele p variabile de stare x; corespunzătoare noii stări; acest fapt va avea loc când variabila de 
stare pe care se află linia de memorare cea mai lungă şi-a schimbat starea. Dacă notăm Atu 
această întârziere atunci tranziția S; — S va fi încheiată când vor fi satisfăcute relațiile 
(11.15) pentru oricare j e(1...p). 

Stabilitatea unui astfel de sistem este asigurată dacă pe timpul Atu setul de intrări nu 
se modifică. ~n caz contrar sistemul execută tranziţii incorecte, care determină valori 
incorecte ale mărimilor de ieşire. După stabilizarea setului variabilelor de stare şi de ieşire, 
acestea rămân nemodificate până la apariția unei noi modificări ale uneia din variabilele de 
intrare uj. 

În sinteza automatelor secvențiale cu linii de întârziere vom presupune că la un 
moment dat nu se modifică mai mult de o intrare. 


Metodologia de proiectare cuprinde următoarele etape: 

1. Descriere completă a funcționării automatului; 

2. Determinarea matricii (tabelei) primitive a stărilor şi a ieşirilor; 

3. Reducerea numărului de stări ale matricii primitive (întocmirea matricii reduse) a 
stărilor şi a ieșirii; 

4. Codificarea stărilor matricii reduse; 

5. Determinarea matricii de tranziţie a stărilor şi obținerea funcțiilor de excitație ale 
automatului; 

6. Determinarea matricilor ieşirilor şi a funcțiilor de ieşire ale schemei logice; 

Implementarea schemei cu elemente fizice 

8. Analiza schemei obținute 


za 


Vom detalia în continuare conținutul fiecărei etape 


11.4.2.1. Descrierea funcţionării automatului 


Descrierea funcționării va reflecta legătura dintre combinațiile de intrare posibile şi 
variabilele de ieşire pentru un ciclu complet de funcționare. 

Un ciclu complet este un ciclu în care pornind din stare considerată inițială, automatul 
evoluează prin comutări succesive într-un număr finit de stări stabile, fiecare dintre aceste 
stări corespunzând unei situaţii reale şi necesare din condițiile impuse automatului; ultima 
stare în care comută automatul este starea inițială. 
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Descrierea funcționării se face prin cuvinte sau prin diagrame de semnal. În ambele 
cazuri, corespondenţa dintre ieşiri şi intrări trebuie descrisă pentru toate secvențele posibile, 
în caz contrar schema rezultată putând duce la funcționări eronate. 

Încă din această fază se stabilesc traductoarele de intrare şi elementele de execuţie 
corespunzătoare ieşirilor funcție de specificul instalaţiei automatizate, condiții de funcționare 
şi preț. 

Pentru exemplificarea descrierii funcționării vom considera un automat secvențial cu 
două intrări (u; şi u2) şi o singură şi o singură ieşire (y) care trebuie să realizeze următoarele 
condiții de funcționare: 

La ieşirea automatului se obține semnal logic 1 (y=1) atunci când atât ui cât şi u2 sunt 
1, dar numai dacă uz se aplică înaintea lui u; (u2 trece în 1 logic înaintea lui u,); ieşirea y 
apărută în aceste condiții se menţine 1 atâta timp cât este 1 şi semnalul u2. Se consideră (ca la 
orice automat) că intrările nu se pot modifica simultan. 

Diagrama de semnale conține toate secvențele de 
Tabel nr. 11.11 . e . z s 
intrare posibile. Pentru a obține de la început numărul 


stărilor posibile se realizează o tabelă similară tabelei de 


Sı adevăr în care sunt evidențiate numai stările 
aia corespunzătoare combinațiilor de intrare şi ieşire posibile; 
0 1 0 S2 pentru exemplu nostru se obține tabelul nr. 11.11. 


0 1 S3 Ciclu complet de funcționare a automatului va putea 
1 0 0 S4 fi descris printr-o diagramă de semnal ca cea din fig 11.15 
1 l 
1 0 


--- în care sunt evidențiate toate tranzițiile de stare posibile. 


A Cre E 2 ae e Pe daeza 
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(P) PPR PEEN E a rarm Pees 
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if et cozi] aa Poe es 


i === 
—_ === =k=—————-——-——Ţ=>—-- 
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ii SU Dee tt PD e: 


y 
1 1 1 
Fig. 10.15 


11.4.2.2. Determinarea matricii (tabelei) primitive a stărilor şi a ieşirilor 


Se întocmeşte o tabelă care are 2" coloane (unde n este numărul intrărilor) şi un număr 
de linii egal cu numărul de stări primitive. Coloanele se vor codifica cu combinații adiacente 
ale valorilor posibile ale intrărilor. 

Pentru fiecare linie se procedează astfel: 

- se trece în dreptul coloanei cu combinația de intrări ce caracterizează starea de pe 
linia respectivă numărul stării şi se încercuieşte; aceste stări sunt stări stabile 
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- se trec numerele corespunzătoare stărilor în care automatul poate realiza tranziție 
pornind din starea stabilă, în dreptul combinației de intrare corespunzătoare stării în care se 
realizează tranziția; aceste stări sunt considerate instabile; 

- în căsuțele corespunzătoare comutării simultane a două (sau mai multe) intrări față 
de combinaţia de intrări corespunzătoare stării stabile se trece o linie (se consideră că astfel 
de tranziţii, deci locaţiile corespunzătoare, sunt indiferente). 

Pentru exemplul considerat anterior tabela primitivă a stărilor va arăta ca în tabelul 11.12. 
Acestei tabele i se asociază matricea primitivă a ieşirilor care se completează astfel: 

- Se trece mai întâi valoarea corespunzătoare a ieşirilor pentru stările stabile (stările 

încercuite); 

- Pentru stările instabile (neîncercuite) 

a) Dacă în timpul tranziției pe linia respectivă ieşirea nu-şi schimbă valoarea, se 

trece valoarea corespunzătoarea stării stabile; 

b) Dacă în timpul tranziției ieşirea î-şi schimbă valoarea se consideră locaţia 

indiferentă şi se trece un x. 
Pentru exemplu considerat matricea primitivă a ieşirii este prezentată în tabelul 11.13. 


Tabelul nr. 11.13 
Tabel nr. 11.12 


= |O|Xx =o 


> 

i 
O 
4 


L 
= 

a] (5) (5) 
| [oN 
1 


11.4.2.3. Intocmirea matricii reduse a stărilor şi a ieşirilor 


Pentru întocmirea matricii reduse se urmăreşte reducerea numărului de stări prin 
operaţii de alipire. Două linii ale matricii primitive a stărilor (corespunzătoare stărilor stabile i 
respectiv j, se pot alipi şi în felul acesta se poate obţine o formă redusă, dacă tranziţiile din 
stările stabile i,j, ale celor două linii, conduc, pentru aplicarea aceloraşi valori ale variabilelor 
de intrare, într-o stare viitoare k unică. 

Din punct de vedere practic două linii se pot alipi dacă conţinutul locațiilor 
lor, pe fiecare din coloane, corespunde uneia dintre următoarele combinaţii: 


Utilizarea completă a tuturor alipirilor posibile este posibilă prin utilizarea tuturor 
legăturilor (poligonul alipirilor). Acest poligon marchează prin segmente de dreaptă toate 
alipirile posibile dintre o linie i şi toate celelalte linii ale matricii primitive a stărilor. k stări 
nereduse ale matricii primitive pot fi reduse dacă ele formează un poligon interior şi exterior 
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cu k laturi. Pentru exemplul prezentat anterior poligonul alipirilor poate avea una dintre 
următoarele forme: 


b) c) 
Fig. 11.15 


Vom alege varianta b. Matricea redusă se va întocmi astfel: 

Liniilor corespunzătoare unui poligon le corespunde o singură linie în matricea 
redusă. 

Fiecare linie din matricea redusă va avea un număr de stări stabile egal cu suma 
stărilor stabile din liniile alipite în poligonul respectiv. 

Pe coloana unde există combinația stare stabilă-stare instabilă se trece starea stabilă 
iar pe coloana unde există combinația stare-linie se trece starea. 

Matricea redusă corespunzătoare variantei b va avea forma din tabelul 11.14: 

Matricii reduse a stărilor îi corespunde o matrice redusă a ieşirilor care se întocmeşte 
pe baza aceloraşi reguli ca şi în cazul matricii primitive a ieşirilor, matrice care are pentru 
exemplul dat forma din tabelul 11.15 


Tabel nr. 11.14 


Tabel nr. 11.15 


11.4.2.4. Codificarea stărilor matricii reduse 


Numărul variabilelor de stare necesare codificării a p stări este un număr g pentru care 
este îndeplinită condiţia: 2“ >p. Pentru exemplul nostru q=2. 
Pentru codificarea stărilor este necesar ca să se determine mai întâi liniile adiacente din 
matricea redusă a stărilor. Se consideră că două linii ale matricii reduse sunt adiacente (linia j 
este adiacentă cu i) dacă cel puțin într-o coloană apare situația: k-în linia i, O în linia j. 
Vom nota starea redusă S1-S2=A, S3-S6=B şi S4-Ss=C. 
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Pentru evidenţierea tuturor adiacenţelor se întocmeşte poligonul tranzițiilor ca în 
figura 11.17: 


— 
Q ; a Tabel nr.11.16 


Fig. 11.17 


Pornind de la poligonul tranzițiilor, pentru a realiza codificarea adiacentă a stărilor 
adiacente se întocmeşte o tabelă care are trecute pe linii şi pe coloane variabilele de stare 
grupate şi codificate adiacent, iar prin încercări se caută aşezarea stărilor care trebuie să fie 
adiacente conform poligonului tranziţiilor în locaţii adiacente. Pentru exemplul prezentat se 
realizează tabelul 11.17. 

În caz că codificarea adiacentă a tuturor stărilor adiacente nu este posibilă (este şi 
cazul exemplului nostru) se va verifica dacă tranziţiile adiacente codificate neadiacent 
provoacă curse critice. 

O cursă critică apare atunci când pornind de la o stare instabilă din linia 
corespunzătoare stării necodificate adiacent se poate ajunge în două (sau mai multe) stări 
stabile pentru aceeaşi combinaţie a variabilelor de intrare (pe coloana corespunzătoare există 
mai multe stări stabile). În exemplul nostru starea B nu este codificată adiacent cu C (aşa cum 
ar rezulta din poligonul tranziţiilor) dar, deoarece pe prima coloană pornind din starea 
instabilă 1 din linia B se poate ajunge numai într-o singură stare stabilă (1), şi pornind din 
starea instabilă 4 din linia B se poate ajunge pe ultima coloană într-o singură stare stabilă (4), 
codificarea neadiacentă nu provoacă curse critice. În cazul în care codificarea neadiacentă nu 
determină curse critice această codificare nu produce funcționări incorecte şi poate fi păstrată. 

În caz că se produc curse critice este necesar să se ia măsuri speciale pentru 
înlăturarea hazardului ce ar apărea datorită curselor critice şi a funcționării incorecte ce ar 
urma de aici. Aceste măsuri sunt: 

a) în caz că numărul de stări ce poate fi codificat cu ajutorul variabilelor de stare este 
mai mare decât numărul de stări reduse (2% > p), atunci se introduc stări suplimentare astfel: - 
în locul stării instabile de la care porneşte drumul critic se introduce o nouă stare 
suplimentară care va păstra nealterate ieşirile 

- se introduce o linie suplimentară (în locul uneia nefolosite) care va conţine numai 
starea instabilă de la care plecă drumul critic în coloana corespunzătoare, restul liniei având 
locaţii indiferente 

- se continuă procedeul refăcând matricea redusă. 

b) în caz că numărul de stări ce poate fi codificat cu ajutorul variabilelor de stare este 
egal cu numărul de stări reduse (2° = p) se introduce o variabilă de stare suplimentare şi: 

- prin introducerea variabilei suplimentare se dublează numărul stărilor 

- se asociază fiecăreia din stările inițiale (setul 1 de variabile) o stare identică (setul 2) 

- se codifică stările astfel încât pentru tranziţie care provoacă drumul critic să existe 
adiacenţă între stările corespunzătoare setului 1 şi setului 2. 

Odată codificarea adoptată matricea redusă şi matricea de ieşire vor avea forma din 
tabelul 11.17 (matricea redusă a stărilor) şi 11.18 matricea de ieşire: 
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Tabel nr. 11.17 Tabel nr. 11.18 


11.4.2.5. Determinarea matricii de tranziţie a stărilor şi obtinerea funcțiilor 
de excitație ale automatului 


Pentru obținerea funcțiilor de excitație, pornind de la matricea redusă a stărilor cu codificarea 
variabilelor de stare, se construieşte câte o tabelă pentru fiecare variabilă de stare astfel: 
- pentru stările stabile se trece valoarea variabilei de stare cu care este codificată 
acea stare stabilă; 
- pentru stările instabile se trece valoarea variabilei de stare cu care a fost codificată 
starea stabilă corespunzătoare acelei stări instabile. 
Pentru exemplu considerat se obțin următoarele tabele: 


Se face minimizarea funcțiilor de excitație şi a funcţiilor de ieşire. In cazul exemplului 
nostru se obține: 


Xi =u, ru 


X, SUU, X, +U, X, 


11.4.2.6. Determinarea functiilor de ieşire 


Pentru determinarea funcțiilor de ieşire se face minimizarea funcțiilor de ieşire pornind de la 
matrice de ieşire determinată anterior. Pentru exemplul considerat se obține tabela: 


1U 
XIX 00 | O1 | 11 | 10 
00 | 0 0 
01 xX 1 1 x 
11 X x x 
10 | 0 0 0 0 
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Prin minimizare se obține funcția de ieşire: 
y = ă> 


11.4.2.7. Implementarea schemei 


În funcţie de natura utilajului automatizat, de condiţiile concrete de funcționare se 
alege tipul comenzii (electrică, hidraulică, pneumatică) şi se implementează schema obținută 
la fel ca în cazul schemelor combinaționale. Pentru exemplul considerat am ales o 
implementare cu relee electrice a cărei schemă arată ca în figura 11.18. 


Fig. 11.18 


11.4.2.8. Analiza schemei obtinute 


În această etapă se verifică funcţionarea schemei obţinute prin calcularea 
răspunsurilor la evoluții ale intrărilor conform diagramelor de semnal utilizate la punctul 1. 

Se încearcă reducerea schemei prin rearanţări şi utilizări de porțiuni comune. Se 
adaptează schema secvenţială obținută cu diverse secțiuni de comandă şi de execuţie. 


11.4.3.Sinteza schemelor secvențiale asincrone cu automate elementare. 


La acest tip de scheme secvențiale secțiunea de memorare este implementată cu 
automate elementare de tip RS. 


Etapele proiectării schemelor secvențiale asincrone cu linii de întârziere sunt: 
Descrierea prin cuvinte a ciclului complet de funcționare a automatului. 
Formalizarea descrierii funcționării schemei prin punerea în evidență a funcţiilor de 
tranziție a stărilor şi a ieşirilor pe baza condiţiilor specificate la pet.1. 
Codificarea seturilor mărimilor de intrare de stare şi de ieşire. 
Determinarea funcțiilor de excitație pentru automatele elementare. 
Determinarea funcțiilor de ieşire. 
Implementarea funcțiilor de tranziție şi a ieşirilor într-o configurație asincronă. 
Analiza schemei fizice astfel obținute 


N e 


SI DAP 
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Vom descrie în continuare aceste etape pornind de la un exemplu concret. 
Etapele 1 şi 2. 
Vom considera că formalizând descrierea funcționării automatului obţinem un 
automat elementar de MEALY ca în figura 11.19 


De 


Fig. 11.19 


Acest automat este univoc definit prin setul intrărilor U={u;, u2}, al stărilor S=¢5s1,S2,S3,S4} şi al 
ieşirilor Y={y;, y2}. 

Sunt prezentate de asemenea toate tranzițiile posibile între stări, prin aceasta 
evidențiindu-se funcţia de tranziţie a stărilor. În cadrul automatelor de tip Mealy ieșirile sunt 
asociate tranzițiilor ọ, acest lucru definind functiile de ieşire n, funcții ce sunt evidențiate pe 
figură. 


Etapa 3. 

Codificarea stărilor are ca scop determinarea suportului fizic pentru cele trei seturi de 
mărimi, operație ce se realizează cu elemente de circuit (automate elementare, porți 
logice,etc.). Codificarea permite astfel realizarea tabelei tranzițiilor şi a ieşirilor, adică 
reprezentarea codificată a automatului secvențial. Pentru exemplul nostru se va adopta 
următoarea codificare: 


u: 0 sı: 00 yı:0 
UF 1 S2 01 Y2 - 1 
Sgae ll 
S4: 10 


Astfel pentru intrările u; şi u2 suportul fizic devine prezența sau absența unui semnal; 
în mod similar pentru ieșirile yışi y2. În ceea ce priveşte stările acestea se codifică cu 
elemente de memorare de tipul automatelor elementare de tipul bistabilior RS. În general, 
pentru a codifica r stări stabile sunt necesare q automate elementare, unde q este dat de relația 
2! >r. Cele patru stări se codifică astfel cu două automate elementare. 

În continuare se realizează tabela tranziţiilor şi ieşirilor. Această tabelă se realizează 
astfel: în primele coloane sunt marcate toate combinaţiile posibile de intrări şi stări. Pe baza 
tranzițiilor reprezentate în descrierea formală a funcționării automatului se determină valorile 
variabilelor stare cu care este codificată starea în care se face tranziția pornind de la starea 
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codificată pe linia respectivă determinată de valorile de pe linie a intrărilor; aceste valori ale 
variabilelor de stare reprezintă valoarea variabilelor de stare la momentul următor (t+1) şi 
evidențiază funcția de tranziţie a stărilor. Ultima (ultimele) coloană este rezervată ieşirii şi 
evidențiază modul de evoluție a ieşirii corespunzător tranziției de stare descrisă pe linia 
respectivă. Pentru exemplul considerat tabela tranziţiilor şi ieşirilor are aspectul din tabelul 
11.19 


Tabel nr. 11.19 Tabel nr. 11.20 


y 


Q 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
l 


=|= |. m. DoDo olol o 


=|=. 0l ol. m.j olo 
= |O|O9O|R|=RI=|lOCIO 


Etapa 4. Tabela funcțiilor de excitație se obține particularizând tabela tranziţiilor la 
tipul de automat elementar ales pentru implementare. Pentru aceasta se porneşte de la tabela 
de adevăr a automatului elementar ales pentru implementare; din analiza corespondenţei între 
valoarea ieşirii automatului elementar la momentul t şi la momentul T+1 se obține setul 
corespunzător de intrări (excitaţii) ale automatului respectiv. Pentru automatele de tip RS se 
obţine tabelul 11.20 

Pe baza acesteia şi a tabelei tranziţiilor se întocmesc tabele pentru fiecare funcție de 
excitație a fiecărui automat elementar care implementează secvența de memorare; pentru 
exemplul ales aceste sunt prezentate în tabelele 11.21-11.24: 

Se obțin astfel funcțiile de control pentru ambele automate: 


Ro = 0.9, 
So =Q, +0, 
R, =uQ, 

S, =u0, 


Etapa 5. Pentru determinarea conținutului tabelei ieşirilor se utilizează integral tabelei 
realizate în etapa 3. Se obține astfel diagrama din tabelul 11.25 şi funcția logică de ieşire: 


Tabel nr. 11.21 Tabel nr.11.22 Tabel nr. 11.23 Tabel nr. 11.24 Tabel nr. 11.25 
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y = 0.0, +40, +u0,0, 


Etapa 6. 


Pentru implementarea schemei trebuie alese elementele utilizate pentru 
implementarea secțiunii combinaţionale; alegând porţi logice de tipul “1” „"SAU”, “NU” se 
obține următoarea configurație care implementează automatul secvențial dorit: 


Fig. 11.20 
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11.4.4 Sinteza schemelor secvențiale sincrone 


In cazul schemelor secvențiale sincrone secțiunea de memorare este staționară în 
intervalul dintre două impulsuri de tact, de aceea secţiunea de memorare mai este numită şi 
registrul de stare. 


11.4.4.1. Întocmirea organigramelor 


În sinteza schemelor secvențiale sincrone se utilizează pentru descrierea funcţionării 
automatului secvențial, organigrama. Organigrama este un graf logic care permite 
transpunerea directă, rapidă şi intuitivă a condițiilor de operare pe care trebuie să le 
îndeplinească automatul secvențial sub forma unui program logic de intrări, stări şi decizii. 

Elementele componente de bază ale organigramei de funcționare a oricărui automat 
secvențial sunt: 

- Elementul de intrare (control, decizie sau testare) are o intrare şi două ieşiri; în 
cadrul blocului este testată o variabilă de intrare. Una dintre ieşiri corespunde valorii 
adevărate a variabilei testate, iar cealaltă corespunde valorii false (negate). Variabilele testate 
pot fi sincrone, când îşi pot schimba valoarea numai odată cu impulsul de tact, şi asincrone, 
atunci când îşi poate schimba valoarea oricând. În figura 11.21.a este prezentat un elemente 
de decizie cu variabilă sincronă iar în figura 11.21.b este prezentat un element de decizie cu 
variabilă asincronă. 


NU KO (1) NU( 


a) b) c) 


Fig. 11.21 


- Elementul de ieşire are o intrare şi o ieşire. Realizează activarea sau dezactivarea 
unor ieşiri. Simbolul grafic este prezentat în figura 11.21.c, iar în interiorul lui se trece de 
obicei acțiunea pe care o realizează elementul respectiv. 

- Elementul de stare are una sau mai multe intrări şi o ieşire. Semnifică o stare în care 
sistemul poate ajunge. Simbolul grafic este cel din figura 11.21.d, iar în interiorul simbolului 
se trece numărul stării. 

Elementele de bază pot fi interconectate în diferite moduri pentru a realiza o descriere 
completă a funcționării automatului sincron. Ca regulă generală pentru descrierea funcționării 
schemelor secvențiale sincrone se va păstra regula ca ultima stare în care poate basculă 
automatul să fie conectată la starea inițială. 
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11.4.4.2. Etapele sintezei schemelor logice secvențiale sincrone 


Etapele sintezei schemelor logice secvențiale sincrone sunt următoarele: 

1) Descrierea completă a modului de funcționare a automatului respectiv. 

2) Formalizarea descrierii prin întocmirea organigramei de funcționare. 

3) Codificarea stărilor. 

4) Stabilirea diagramelor variabilelor de stare la momentul t. 

5) Stabilirea diagramelor variabilelor de stare la momentul t+1. 

6) Alegerea bistabililor elementari utilizați pentru implementarea registrului de stare 
şi determinarea funcțiilor de excitație. 

7) Determinarea funcţiilor de ieşire. 

8) Implementarea cu elemente fizice a automatului obţinut. 

9) Analiza schemei obţinute. 


Vom explica modul de realizare a fiecărei etape pe baza exemplului următor: 
Să se proiecteze un automat pentru sortarea unor repere care circulă pe o bandă 
transportoare funcţie de lungimea acestora în raport cu o dimensiune standard. 


Etapa 1. 

În această etapă se realizează o descrierea cât mai amănunțită şi completă a 
protocolului de funcționare pe care trebuie să-l realizeze automatul respectiv. 

Pentru exemplul nostru se utilizează două semnale de intrare (senzori de proximitate) 
montați la o distanță egală cu dimensiunea standard unul față de celălalt, în dreptul liniei 
transportoare ca în figura 11.22 (u,,u2). Atunci când reperul se află în dreptul unui senzor 
acesta trece în valoarea 1 logic, în caz contrar având valoarea 0 logic. Dacă reperul se află 
simultan în dreptul celor doi senzori, atunci se consideră reperul respectiv “reper lung” şi este 
activată o ieşire corespunzătoare (y.). Dacă reperul este mai scurt decât distanţa dintre 
senzori, atunci se consideră că este “reper scurt” şi este activată o altă ieşire (y2). Pentru o 
bună funcționare a automatului se impune ca între două repere succesive să existe o distanță 
suficient de mare pentru ca momentul de pauză între repere să poată fi detectat cu certitudine 
de automat. 


ui u2 
senzor 
reper s 
ia f ă i bandă 
Fig. 11.22 


Etapa 2. 

Organigrama transpune într-un graf logic condițiile de funcționare impuse, utilizând 
elementele de bază prezentate anterior. Organigrama începe cu o stare inițială, care 
corespunde începutului unui ciclu de funcționare impus; ultima stare a ciclului este conectată 
la starea inițială, marcând în acest fel o reacţie proprie ciclurilor de funcționare secvenţială cu 
circuit închis. Pentru exemplul considerat organigrama are aspectul din figura 11.23. Intrările 
u; şi w sunt asincrone, în sensul că se pot modifica la momente de timp oarecare. Plecând din 
stare inițială (A) în care nu se află reper pe bandă, se testează intrarea u. pentru a detecta 
începutul ciclului de selectare. Când intrarea u; comută în 1 se trece în starea următoare (B) 
în care se aşteaptă ieşirea reperului din dreptul senzorului ui. Când reperul iese de pe senzorul 
u; se trece în starea următoare (C) în care se face trierea prin testarea intrării u2; dacă u este 1 
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atunci reperul este un reper lung iar automatul trece în starea corespunzătoare (D) în care este 
activată ieşirea yı. In caz că uz este zero atunci reperul este scurt iar automatul trece în starea 
corespunzătoare (E) în care este activată ieşirea y2. 


Fig. 11.23 


Etapa 3. 


Codificarea stărilor are o importanță deosebită pentru funcționarea corectă a 
automatului şi pentru obţinerea unei configurații minime. În general pentru codificarea a r 
stări sunt necesare q variabile de stare astfel încât 2" > r. Regulile ce trebuie respectate la 
codificarea stărilor pentru a obţine o funcționare corectă a automatului sunt: 

- două căi rezultate din testarea unei ieşiri asincrone trebuie codificate adiacent 

(codul diferă numai prin valoarea unei singure variabile) 

-  tranziţiile directe dintre stări vor fi codificate adiacent 

-  tranziţiile între stări condiţionate vor fi codificate în sensul unei dependențe 

reduse de variabila de intrare 

În caz că realizarea codificării cu respectarea condiţiilor impuse nu este posibilă se 
procedează la: 

- creşterea numărului de stări prin introducerea unor stări suplimentare; 

- creşterea numărului de variabile de stare; 

- reconstruirea organigramei şi utilizarea unor elemente fizice de circuit care să 

permită obținerea valorilor de ieşire; 
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- sincronizarea funcțiilor de ieşire. 
Respectând regulile menţionate mai sus se utilizează trei variabile de stare şi se poate 
utiliza codificare trecută pe figura 11.23 care se obţine pe baza tabelei 11.21 


Tabel nr. 11.21 


Etapa 4. 


Întocmirea diagramelor variabilelor de stare la de la momentul t se realizează astfel: 
pentru fiecare variabilă de stare se întocmeşte o tabelă Karnaugh în care este trecută valoarea 
variabilei de stare cu care este codificată stare din locația respectivă a tabelului utilizat pentru 
codificare (tabel 11.2Ipentru exemplul considerat). Se obţin diagramele din tabele 11.22- 
11.24. 


Tabel nr. 11.22 Tabel nr. 11.23 Tabel nr. 11.24 


Etapa 5 

Pe baza analizei diagramei stărilor la momentul t şi a analizei tranziţiilor în 
organigramă se determină pentru fiecare variabilă de stare în parte diagramele stării 
următoare (la momentul t+1). Aceste diagrame reflectă prin conținutul lor toate tranzițiile 
posibile ale automatului sincron, din orice stare stabilă la un moment de timp t, evidențiind în 
felul acesta funcțiile p (U,X) de tranziţie. 

Numărul de variabile de control ale diagramelor Karnaugh de tranziție în starea 
următoare este m+q unde m este numărul variabilelor de intrare. Datorită faptului că aceste 
automate utilizează un număr mare de variabile de intrare, iar utilizarea diagramelor 
Karnaugh clasice este greoaie în acest caz, se vor folosi diagrame Karnaugh cu variabile 
incluse (VID = variabile incluse în diagramă). În acest caz atunci când pornind de la o stare 
stabilă la momentul t tranziția este condiționată de o variabilă de intrare, în locaţia 
corespunzătoare variabilei de stare la momentul t+1 se introduce variabila de intrare, directă 
sau negată după cum se realizează tranziția variabilei respective (dacă atunci când pentru 
valoarea 1 a variabilei de intrare valoarea variabilei de stare respective la momentul t+1 este 
1, variabila se introduce în diagramă cu starea directă, în caz contrar introducându-se 
variabila negată). Minimizarea diagramelor VID se realizează astfel: 


I. Se consideră toate valorile înglobate egale cu 0 şi se formează inele cu valorile 
1 din diagramă; 
I. Se consideră toate valorile 1 din diagrama inițială indiferente (x), şi se 


formează inele cu variabilele înglobate. 
M. Se consideră conjuncția variabilelor înglobate cu inele formate în etapa II. 
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IV. Se face disjuncţia termenilor obţinuţi cu inele din etapele I şi III. 

V. Pentru mai mult de o singură variabilă înglobată în diagramă se tratează pe 
rând conform algoritmului I-IV câte o singură variabilă înglobată, celelalte 
variabile înglobate fiind considerate 0, după care se face disjuncția tuturor 
termenilor obținuți. 

Se obțin diagramele din tabelele 11.25-11.27. 


Tabel nr. 11.25 Tabel nr. 11.26 Tabel nr. 11.27 


Qo la t+1 Q2 la t+1 


Etapa 6 

Ținând cont de diagramele variabilelor de stare la momentul t şi la momentul t+1 
precum şi de tabela de adevăr a bistabililor elementari aleşi pentru implementarea registrului 
de stare se determină diagramele funcțiilor de excitația pentru fiecare variabilă printr-un 
proces identic celui de determinare a variabilelor de excitație în cazul proiectării automatelor 
asincrone cu secțiunea de memorare implementată cu bistabili elementari, minimizarea 
făcându-se cu regulile enunțate anterior. 

Pentru exemplul considerat vom alege bistabili de tip D pentru implementarea 
registrului de stare. Ținând cont de faptul că funcționare bistabilului de tip D este descrisă de 
relația Q,,, = D, se trage concluzia că diagrama funcției de excitație a fiecărui bistabil va fi 


identică cu diagrama corespunzătoare stării următoare (tabelele 11.25-11.27). Prin 
minimizare cu regulile expuse anterior se obțin funcțiile de excitație: 


D, = Q,Q, +uQ, +U.Qo 
D, =Q,Q, +ru.Q, 
D, =u,Q,Q, 


t+l 


Etapa 7 
Expresiile variabilelor de ieşire se obțin prin completarea diagramelor de ieşire ale 
automatului, de aceeaşi dimensiune şi cu aceleaşi variabile de control ca şi diagramele stărilor 
următoare. În fiecare locaţie a diagramei se trece valoarea variabilei de ieşire 


corespunzătoarea stării 
codificate în locația Tabel nr. 11.28 Tabel nr. 11.29 
respectivă. Pentru exemplul 
considerat se obțin 


diagramele din tabelele 
11.28-11.29. 
Prin minimizare se obțin 
funcțiile de ieşire: 
Yi = QQQ, 
Y2 =Q, 

Etapele 8,9 Se realizează identic cu etapele de implementare şi verificare a 
funcționării prezentate la sinteza automatelor asincrone. 
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